Buca Egitim Fakdiltesi Dergisi, BUCA R The Journal of Buca Faculty of

2022, say1 54, 5.1461-1479 EG"'M FAKULTES' EdUCﬁtiOﬂ, 2022, issue 54, p. 1461-
oeRcisi I 1479
Arastirma Makalesi Research Article

Ustel Fonksiyonlarin Ogrenimine Yénelik Bir Varsayimsal Ogrenme
Yolu”

A Hypothetical Learning Trajectory for Learning Exponential
Functions

Ali Ozgiin Ozer , Esra Bukova Giizel?

! Sorumlu Yazar, Doktora Ogrencisi, Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Anabilim Dali, Egitim
Bilimleri  Enstitiisii, Dokuz Eyliil ~ Universitesi, Tiirkiye, ali.ozgun.ozer@gmail.com,
(https://orcid.org/0000-0002-4204-9115)

2 Prof. Dr., Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Anabilim Dali, Buca Egitim Fakiiltesi, Dokuz
Eyliil Universitesi, Tiirkiye, esra.oukova@deu.edu.tr , (https://orcid.org/0000-0001-7571-1374)

Gelis Tarihi: 24.10.2022 Kabul Tarihi: 11.12.2022
0z

Bu ¢aligma {istel fonksiyonlarin kavramsal 6grenimine odaklanildigi, 6gretim siirecinde teknoloji destekli
modelleme etkinlikleri kullanildigi, etkinlikleri olugturma ve uygulama siirecinin gergeke¢i matematik
egitimi ve radikal yapilandirmacilik teorilerine dayandirildig: bir aragtirmadir. Calismanin amaci, bu
etkinliklerin uygulamalar1 esnasinda bir 6grencinin 6grenme yolunu ortaya ¢ikarmaktir. Calisma bir
Ogrenci ile yiiriitilen ve bu dgrencinin 6grenme yolunun ortaya cikarilmaya calisildigi bir 6gretim
deneyidir. Uygulama oncesinde iistel fonksiyonlarin 6grenimine yonelik varsayimlar belirlenmistir. Bu
varsayimlar dogrultusunda, gergek¢i matematik egitimi perspektifi altinda iistel fonksiyonlarm
6grenimine yonelik bir varsayimsal 6grenme yolu belirlenmis ve bu 6grenme yoluna uygun bir etkinlik
dizisi tasarlanmistir. Etkinlik dizisi yaklasik 2 saatlik 4 oturumda uygulanmis ve 6grencinin 6grenme yolu
ortaya ¢ikarilmistir. Ogrencinin dgrenme yolu ile varsayimsal 6grenme yolu birbirine paralellik
gostermistir. Dolayistyla tasarlanan etkinlik dizisi ile 6grencinin varsayimsal 6grenme yolundaki biligsel
stireclerden gectigi ve basarili bir sekilde hem kavramsal hem de islemsel boyutta iistel fonksiyon
kavramimi 6grendigi goézlemlenmistir. Bu dogrultuda daha fazla 6grenci veya grup calismalari ile bu
etkinlik dizisi uygulanabilir ve 6grencilerin 6grenme yolunun varsayimsal 6grenme yoluna uygunlugu
incelenebilir.

Anahtar Kelimeler: Varsayimsal 6grenme yolu, istel fonksiyon, 6gretim deneyi.

ABSTRACT

This study focuses on the conceptual learning of exponential functions, uses technology-supported
modeling tasks in the teaching process. The process of creating and applying the tasks is based on
realistic mathematics education and radical constructivism theories. The aim of the study is to reveal a
student's learning trajectory during the implementation of these tasks. The study is a teaching experiment
conducted with a student and trying to reveal the learning trajectory of this student. Before the
implementation, the assumptions for the learning of the exponential functions were determined. In line
with these assumptions, a hypothetical learning trajectory for the learning of exponential functions was
determined under the perspective of realistic mathematics education and an task sequence suitable for this
learning trajectory was designed. The series of tasks was implemented in 4 sessions of approximately 2
hours and the learning trajectory of the student was revealed. The student's learning trajectory and the

"Bu ¢alisma birinci yazarin ikinci yazar damgmanliginda yiiriittiigii doktora tezinden iiretilmistir.
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hypothetical learning trajectory were parallel to each other. Therefore, with the designed activity series, it
was observed that the student went through the cognitive processes in the hypothetical learning trajectory
and successfully learned the concept of exponential function in both conceptual and operational
dimensions. In this direction, this series of activities can be applied with more student or group work and
the compatibility of the students' learning path with the hypothetical learning path can be examined.

Keywords: Hypothetical learning trajectory, exponential function, teaching experiment.

GIRIS

Fonksiyonlar ortadgretim matematik derslerinin 6nemli bir kismini olugturmaktadir. Her
sinif seviyesinde fonksiyonlar farkli bagliklar altinda 6gretim programinda yer almaktadir.
Oldukc¢a 6nemli olan fonksiyon kavraminin temelinde hangi matematiksel fikirlerin oldugu ve
bu fikirlerin nasil Ggrencilere kesfettirilecegi her zaman bir arastirma konusu olmustur.
Fonksiyon kavramimin gelisimine bakildiginda ‘cokluklar arasinda yapilan eslestirme’,
‘degiskenler arasindaki iligki’ ve ‘girdileri ¢iktilara doniistiiren dinamik bir siire¢’ olarak ele
alindig1 goriilmiistiir (Bayazit ve Aksoy, 2013). Bu anlamlar birbirleri ile olduk¢a yakin
iligkilidir ve glinlimiizde kullanilan fonksiyon tanimi hepsini kapsamaktadir. Confrey, Smith,
Piliero ve Rizzuti (1991) fonksiyonel iligkileri kavramsallastirmak i¢in iki temel yaklagimi ele
almaktadir. Bunlar ‘esleme yaklagimi’ (correspondence) ve ‘es zamanli degisim yaklasimi’ bir
diger degisle ‘kovaryasyon’ (covariation) yaklagimidir. Esleme yaklagimi tanim (A) ve
gorlintli (B) kiimesi arasindaki iligkiyi belirtir ve A kiimesindeki her x i¢in B kiimesinde
sadece bir y degeri vardir. Bu yaklagim fonksiyonun kuralina ve x den f(x)’e dogru bir
yonlilige vurgu yapar. Esleme yaklagimi bir bagmtinin fonksiyon olup olmamasi ile ilgili
olup modern kitap tanimlarinda yer alan tanim genelde esleme yaklagimini ele almaktadir.
Kovaryasyon yaklasimi (es zamanli degisim) ise bir alternatif sunar. Carlson, Jacobs, Coe,
Larsen ve Hsu (2002) kovaryasyon yaklasimimi birbiriyle es zamanli olarak degisen iki
coklugu koordine etmek olarak tanimlar. Bu yaklasima gore tanim kiimesindeki elemanlar
toplamsal bir sekilde degisirken goriintii kiimesindeki elemanlar da toplamsal olarak degisiyor
ise bu fonksiyon bir dogrusal fonksiyondur ve degiskenler arasinda dogrusal bir iligski vardir
(bkz. Tablo 1).

Tablo 1. Dogrusal Iliski

Tamim Gortinti
1 3
2 6
3 9
X f(x) = 3x

Tanim kiimesindeki elemanlar toplamsal degisirken goriintii kiimesindeki elemanlar
carpimsal bir sekilde degisiyor ise bu iligki iistel bir iliskidir ve {istel fonksiyonlar ile agiklanir
(bkz. Tablo 2). Dolayisiyla kovaryasyon yaklasimi fonksiyonun tiirii hakkinda bize daha ¢ok
bilgi vermektedir.

Tablo 2. Ustel iliski

Tanim Goruntu
1 3
2 9
3 27
X f(x) = 3%
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Fonksiyon kavraminin tamitimi i¢in anlamli baglamsal problemler kullanilmalidir
(Confrey & Smith, 1991). Fonksiyon kavramina iligkin anlam, baglam etkilesimi (interaction of
context), coklu temsil formlar1 (multiple representational forms) ve teknolojik araglar
(technological tools) vasitasiyla yaratilir (Confrey, 1991, 1992; Rizzuti, 1991; Rizzuti ve
Confrey, 1988; Smith ve Confrey, 1992; Confrey vd. 1991; Borba, 1993; Borba ve Confrey,
1992). Baglam etkilesimi ile islemlerden ziyade &grencilerin yasantilarinda anlamli olabilecek
baglamlar sunulmasi ve bu baglamlar {izerinden fonksiyon kavraminin inga edilmesi 6nemlidir.
Fonksiyonlarin tablo, grafik, sema, cebirsel ifadeler gibi farkli gosterim sekillerinin olmas1 bu
gosterimlerin ele alinmasi ve iliskilendirilmesi fonksiyonun anlasilmasinda etkili olmaktadir.
Ayrica farkli gosterim sekilleri arasi gegis yapilmasi Ogrencilerin fonksiyonel diigiinme
becerilerini gelistirebilmektedir. Farkli gosterim sekillerinin birlikte kullanimi zor olarak
goriilse de teknolojinin gelisimi ile bazi yazilim veya uygulamalar (Geogebra veya Desmos
gibi) ile tim gosterim sekilleri ayni anda gorebilme imkani sunmaktadirlar.

Bir¢ok arastirma fonksiyonlarin ve bazi tiirlerinin anlagilmasinda 6grencilerin zorluk
yasadigin1 gostermektedir. Ornegin Confrey ve Smith (1995) ve Weber (2002a, 2002b) iistel ve
logaritma fonksiyonlarindaki anlayisin olduk¢a sinirli oldugunu gostermektedir. Confrey ve
Smith’e (1994, 1995) gore lstel fonksiyonun kokeni tekrarli toplamalardan (repeated addition)
ziyade tekrarli ¢arpma (repeated multiplication) eylemidir. Fakat bu tanim iistel ifadeler ve
logaritma ile ilgili olan akil yiiriitmeleri gerceklestirmek i¢in yetersiz kalmaktadir (Confrey &
Smith, 1995). Ornegin iislii sayilar1 sadece tekrarli carpma olarak gdren dgrenciler igin 271 ve
21/2 ifadeleri anlamsiz gelebilir. Ciinkii bir say1 kendisiyle -1 kez veya yarim kez carpilamaz.
Dolayisiyla iistel fonksiyonlari sadece tekrarli garpma olarak gormemek gerekir. Weber (2002a)
ogrencilerin listel fonksiyon kavramim O6grenmelerinde en mantikli yolun; ilk olarak iistel
fonksiyonlarin tanim kiimesini dogal sayilar ile smirlamak ve ardindan bu anlayist
genellestirmek oldugunu savunmaktadir.

Yapilan ¢aligmalar tistel fonksiyonlarin 6gretiminde;

e Baglam etkilesimi, ¢oklu temsil formlar1 ve teknolojik araglarin (6zellikle grafik hesap
makinelerinin) olmasi (Rizzuti and Confrey, 1988; Confrey vd., 1991; Confrey, 1991,
1992; Rizzuti, 1991; Smith and Confrey, 1992; Borba and Confrey, 1992; Borba, 1993)

e Fonksiyonel iliskileri kavramsallagtirmak i¢in iki temel yaklasim olan esleme
(correspondence) ve es zamanli degisim (covariation) yaklasimlarinin ele alinmasi
(Confrey vd.1991)

e FEs zamanh degisim yaklasiminin fonksiyon kavramiin anlasilmasinda daha etkili
olmasindan dolay1 bu kavramin ve bu kavrama bagl olarak degisim orani ve tiirlerinin
tizerinde durulmasi (Confrey ve Smith, 1991; Rizzuti, 1991; Confrey vd., 1991; Smith
ve Confrey, 1994; Ellis, Ozgur, Kulow, Dogan, Williams & Amidon 2013)

e Toplamsal olarak degisen bir bagimsiz degiskene karsilik olarak carpimsal olarak
degisen bir bagimli degisken olmasi (Confrey ve Smith, 1994, 1995; Doerr, 2006; Ellis
vd., 2013)

e Ustel fonksiyon anlayiginin éncelikle dogal sayilarla insa edilip sonrasinda bu anlayigin
genellestirilmesi (Weber, 2002a)

e Ustel fonksiyonlarin yapilandiriimasinda tablo ile gdsterimin olmasi (Rizzuti, 1991;
Confrey, 1993; Confrey ve Smith, 1994, 1995; Doerr, 2006; Ellis vd., 2013)

e Grafik hesap makinesinin olumlu katkilarindan dolay1 kullanilmasi gerektigi (Confrey
ve Smith, 1994, 1995; Doerr, 2006), 6zel olarak Geogebra (Ellis vd., 2013) ve Desmos
(Kostur ve Yilmaz, 2017) uygulamalarinin kullanilmasi,

gerektigini ortaya koymustur. Ustel fonksiyonlarin o6gretimi icin bu bakis acilar
biitiinlestirildiginde anlamli 6grenmelerin olusacagi diisliniilmektedir.

Bu calismada fonksiyon tiirlerinden biri olan iistel fonksiyon kavramina odaklanilarak
alanyazinda sunulan es zamanli degisim ve esleme yaklasimlar1 temelinde dstel fonksiyonlarin
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Ogretimi i¢in teknoloji destekli modelleme etkinlikleri kullanilmigtir. Calismanin amaci bu
etkinliklerin uygulamalar1 esnasinda 6grencinin 6grenme yolunu ortaya ¢ikarmaktir. Bu hususta
calisma bir 6grencinin iistel fonksiyon kavramini yapilandirirken nasil bir 6grenme siireci
gecirmektedir? sorusuna yanit aramaktadir.

1.1.Kavramsal Cerceve

Calismanin kuramsal temelini Gergek¢i Matematik Egitimi (GME) ve Radikal
Yapilandirmacilik teorileri olusturmaktadir. GME teorisi bir matematik 6gretimi yaklagimi ve
matematik alanina 6zel bir egitim teorisidir (Treffers, 1987). Bu teoriye gore matematik
Ogrenimi gercekci yasam durumlariyla iligskili olmalhdir. GME teorisinde &grenciler
matematiksel kavramlart ger¢ek yasamdan problem durumlarina uyarlayip, gelistirerek
ogrenmelidirler (Van den Heuvel-Panheuizen, 1996). GME teorisinde matematiksel bir bilginin
olusum siireci “matematiklestirme” (mathematization) olarak adlandirilir (Freudenthal, 1973).
Treffers (1987) matematiklestirme siirecini; “yatay matematiklestirme” ve “dikey
matematiklestirme” olmak tizere iki sinifa ayirir. Yatay matematiklestirme ile gergek yasam
durumlarindan ele alinan bir baglami sembollerle ifade edip matematik diinyasina gegisi; dikey
matematiklestirme ile de matematiksel islemlerin derinlestirilmesi ve matematik kavramlarinin
arkasinda yatan fikre ulagsmay:r temsil etmektedir. Ustel fonksiyonlarin kavramsal olarak
Ogrenilmesi i¢in de radikal yapilandirmacilik teorisi (Von Glasersfeld, 1987) dikkate alinmigtir.
Bu teoriye gore ogrenme bireyseldir ve her 6grenme farklidir. Dolayisiyla 6grencilerin bu
kavramlar1 nasil 6grendikleri ve hangi 6grenme yollarindan gegtikleri 6nem tasimaktadir.
Varsayimsal 6grenme yollart hem 6nemli matematiksel fikirleri kazandirmayi amaglar hem de
bu yol boyunca 6grenmeyi desteklemek ve organize etmek icin kullanilabilecek 6zel bir aractir
(Simon 1995; Clements ve Sarama, 2004).

Calismada {istel fonksiyon kavraminin 6gretimi icin GME ve radikal yapilandirmacilik
teorileri temel alinarak etkinlikler olusturulmustur. Ayrica gergeklestirilen kavram analizinden
sonra bu kavrama iliskin varsayimlar belirlenmis ve GME perspektifi altinda bir varsayimsal
ogrenme yolu olusturulmustur (bkz. Tablo 3).

Tablo 3. GME Perspektifi Altinda Ustel Fonksiyona Yonelik Varsayimsal Ogrenme Yolu

1. Sezgisel iliskilendirme
e Verilen baglam ile iistel biiyiime arasinda sezgisel iligki kurar.
2. Gergek yagam durumunun baglamsal modelini olusturma
e Verilen gergek yasam durumundan tekrarli ¢arpma fikrini olusturma.
o Gergek yasam durumunun baglamsal modelini tekrarli ¢arpimin sonucu olarak
10* veya 10" seklinde tanimlar.
3. Baglamsal Modeli Detaylandirma
e Baglamsal modeldeki degiskene (x) uygun degerleri tam sayilar kiimesi olarak
belirler.
e Baglamsal modeli farkli temsil bigimleri (tablo ve grafik) ile gdsterir.
4. Grafiksel Kesif
e Tam sayilar kiimesine uygun olarak (x € N) grafigin kesikli olacagini kesfeder.
o Kesikli grafikte noktalar1 siklagtirarak grafigin siirekli olacagini sezgisel olarak
anlar.
e Reel sayilar kiimesine uygun olarak (x € R) grafigin siirekli olacagini kesfeder.
e Grafikte x’lerin az bir degisimine karsilik y’lerde ¢ok biiyiik degisimler
oldugunu kesfeder.

1. Ogretim Boliimii - Yatay Matematiklestirme
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5. Baglamsal Modeli Genellestirme (Genel Modeli Olusturma)
e Taban icin farkl sayilar verip deneyerek 10* seklinde olan baglamsal modeli a*
seklinde geneller.
6. Teknoloji Yardimiyla Yorumlama
e Desmos online uygulamasinda baglamsal modelin grafigi cizer ve kendi ¢izimi
ile iliskilendirir. Benzerlik ve farkliliklarini belirler.
e Genel modelin grafigini bir a siirgiisii atayarak ¢izer ve a’nin sayisal degerlerine
gore grafigin nasil degistigini yorumlar ve {istel degisim ile iligkilendirir.
e  QGrafiklerin artanlik ve azalanlik durumunu a ile iliskilendirir.
7. Genel Modelden Formal Modele Gegis
e Genel modelin fonksiyon belirtip belirtemeyecegini tartisir.
e Modeli f(x) = a* seklinde bir fonksiyon olarak tanimlar, tanim ve goriintii
kiimelerini f: R — R* seklinde belirtir.
e (QGrafikler iizerinden ve Olgekleme baglami gere§ince a sabitinin alamayacagi
degerleri acgiklar.
e fiR-R* f(x)=a* a>0vea # 1 seklinde iistel fonksiyonu tanimlar.

2. Ogretim Boliimii - Dikey Matematiklestirme

Varsayimmsal 6grenme yolu iki dgretim boliimiinden olusmaktadir. {1k dgretim boliimii
GME teorisinin yatay matematiklestirme asamasina, ikinci Ogretim bolimi ise dikey
matematiklestirme asamasina karsilik gelmektedir. Yatay matematiklestirme kisminda gergek
yasam baglamindan yola ¢ikilarak bir baglamsal model elde edilmektedir. Dikey
matematiklestirme kisminda da bu baglamsal modelleme genellestirilmekte, teknoloji
yardimiyla yorumlanmakta ve formal modele gecis saglanmaktadir.

YONTEM

Calisma iistel fonksiyonlarin ogretimine yonelik bir dizi etkinlik uygulamasini
iermektedir. Bu sebeple calismada dgretim deneyi kullamlmistir. Ogretim deneyi, dgrencilerin
matematik bilgilerini ve matematik 6gretimi baglaminda nasil 6grenilebilecegini aragtirmak igin
tasarlanmis bir tekniktir (Cobb & Steffe, 1983; Hunting, 1983). Bir 6gretim deneyinin temel
hedefi, arastirmacinin ¢alismaya dahil olan 6grencilerin matematiksel bilgilerini ve bu bilgileri
nasil yapilandirdiklarini incelemesidir (Steffe, 1991). Ogretim deneyleri &grencilerin akil
yiiriitmelerini ortaya ¢ikarmak i¢in kullanilmaktadir ve sinif diizeyinde, bir grupla veya bireysel
olarak yiritiilebilmektedir. Grup veya bireysel olarak gergeklestirilen 6gretim deneylerinde
ogrencilerin bireysel bilissel siiregleri incelenir (Steffe, 1991; Steffe & Thompson, 2000). Bu
calismada da o6grencilerin bireysel akil yiiriitmeleri ve 6grenme yol haritalari ortaya ¢ikarilmak
istendiginden dolay1 6gretim deneyi yontemi kullanilmistir ve Ogrencilerle bireysel olarak
caligilmistir.

2.1.Katilimel

Calismaya katilacak ogrenci secilirken 06l¢iit Ornekleme yontemi kullanilmistir.
Katilimciy1 belirlemedeki dlgiitler; 6grencinin fonksiyon, islii sayr ve Oriintii kavramlarini
biliyor fakat iistel fonksiyon kavramini bilmiyor olmasi, 11. siif 6grencisi veya 11. siift yeni
bitirmis 12. smif matematik derslerini herhangi bir yol ile 6grenmemis olmasi (¢evrimigi
ortamlar, okul, kurs, 6zel 6gretmen gibi), caligmaya goniillii olarak katilmasi, kendisinin ve
velisinin ¢alisma i¢in gerekli izinleri vermesi olmustur. Bu ¢alisma birinci yazarin ikinci yazar
danigsmanhigi ile yiriittiigii doktora tez ¢aligmasinin pilot ¢aligmasidir. Pilot calismasi 11.sinifi
yeni bitirmis ve 12. simf konularina dair herhangi bir egitim almamis bir Ogrenci ile
yiirtitilmiistiir. Makalede bu 6grencinin bireysel bilissel siiregleri incelenmistir ve 6grenme yolu
aciklanmaya ¢aligilmistir.
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2.2.Islem Basamaklar

Calismada {istel fonksiyonlarin kavramsal Ogrenimini saglayacak bir varsayimsal
o6grenme yolu olusturulmak amacglandigindan 6ncelikle kavramin kendisine odaklanilmistir. Bu
ama¢ dogrultusunda Thompson (2008)’'mn &grencilerin  belirli bir fikri ne sekilde
ogrenebileceklerini, hangi zihinsel iglemlerin gergeklestirilmesi gerektigini belirlemek igin
kullandig1 kavramsal analiz teknigi uygulanmistir. Ustel fonksiyona iliskin alanyazin taramasi
yapilmis ve literatiir taramasinin ardindan tilkemizde kullanilan ii¢ adet ders kitab1 incelenmistir.
Yazili dokiimanlar incelendikten sonra farkli lise tiirlerinde (Anadolu Lisesi, Sosyal Bilimler
Lisesi, Fen Lisesi, Ozel Lise, BILSEM) gorev yapan 5 matematik dgretmeni ile goriigme
yapilmis ve {istel ve logaritmik fonksiyonlara yonelik 6gretimsel bakis agilar1 belirlenmistir. Bu
asamaya kadar elde edilen veriler dogrultusunda, GME ve radikal yapilandirmacilik teorilerine
de dayandirilarak {istel fonksiyona iliskin varsayimlar belirlenmis ve bir varsayimsal 6grenme
yolu olusturulmustur.

Varsayimsal 6grenme yolunu olusturma ve etkinlik dizisini olusturma asamalarinda
yukarida sozii gecen gereklilikler ve calismanin teorik yapisimi olusturan GME ve radikal
yapilandirmacilik teorileri dikkate alinmistir. Modelleme etkinlikleri Desmos uygulamas: ile
yapilandirilmistir. Olusturulan teknoloji destekli modelleme etkinlikleri iki uzmana gosterilmig
ve gorisleri alinmigtir. Goriisler dogrultusunda etkinlikler revize edilmistir. Etkinlikler son hale
getirildikten sonra bir 6grenci ile pilot galismasi yliriitilmistiir. Pilot calisma 6n goriisme,
uygulama ve degerlendirme olmak iizere ii¢ boliimden olusmaktadir. On gériisme ile grencinin
fonksiyon, {islii say1 ve oriintii kavramlarina iligkin 6n bilgilerini 6lgmek amaglanmis olup varsa
eksiklikleri giderilmeye ¢alisilmistir. Uygulama asamasinda iki 6gretim boliimii tasarlanmis ve
etkinlikler, Desmos uygulamasinin simf etkinligi 6zelligi kullamlacak sekilde planlanmistir. ilk
Ogretim bdliimiinde gergekei matematik egitimi teorisinin temel bilesenlerinden yatay
matematiksellestirme yaklagimi dikkate alinmis olup 6grencilerden ger¢ek yasam durumunun
modelini yani baglamsal modeli olusturmalari istenmistir. ikinci dgretim béliimiinde ise dikey
matematiksellestirme yaklagimi dikkate alinarak Ogrencilerin baglamsal modeli gelistirip
genellestirmeleri istenmistir. Degerlendirme asamasinda ise farkli ger¢ek yasam baglamlari
iceren iki adet modelleme etkinligi kullanilmistir. Tim agsamalar yaklagik iki saat siirmiistiir ve
bir oturum 6n goriisme, iki oturum uygulama ve bir oturum degerlendirme olmak iizere
toplamda dort oturum gergeklestirilmistir.

2.3.Veri Toplama ve Veri Analizi

Ustel fonksiyonlarin dgretimi icin dort oturumdan olusan bir etkinlik dizisi tasarlanmis
olup her biri yaklasik iki saatlik oturumlar video kamera ile kaydedilmis ve transkript edilmistir.
Ogrenci uygulamay1 bilgisayar destekli bir ortamda gergeklestirmistir ve &grenci yanitlari
Desmos uygulamasi iizerinde de kayit altina alimmigtir. Veriler video transkriptlerinden,
aragtirmact gozlem notlarindan ve Desmos uygulamasinda Ogrencinin verdigi yanitlardan
olugmaktadir. Veriler betimsel analiz yoluyla analiz edilmistir. Veriler Thompson’in (2008)
kavramsal analizinin tanimina uygun olarak, tanimlanmis 6rnekleri, 6grencilerin semalarinin ve
diisiince sekillerinin hipotezlerini olusturma cabasiyla analiz edilmistir. Calismaya katilan
ogrenci ‘Emre’ kod adi ile verilmistir. Transkript kesitlerinde A ile arastirmaci, E ile Emre
kisaltmalar1 kullanilmustir.

Calismada kullanilan modelleme etkinligi (bkz. Sekil 1) ‘Powers of Ten’ adl1 belgeselden
yola ¢ikilarak olusturulmustur. Bu belgesel bir ailenin gorseli ile baslamaktadir ve video
ilerledikce bu aileye Once uzaklasilmakta sonra ise yakinlagilmaktadir. Her yaklasma ve
uzaklagma islemleri esnasinda uzaklik veya genislik 10 katlik degisime ugramaktadir. Bu
videodan ortaya c¢ikan temel matematiksel fikir her uzaklagsma isleminde genisligin 10 kat
biiylimesi, her yaklagsma isleminde genisligin 10 kat kiigilmesinin fark edilmesi ve bu degisimin
iistel bir degisim olmasidir.
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‘Powers of Ten’ adli belgesel piknik yapan bir aile ile basliyor ve video ilerledikce ailenin
gortintiisti degisiyor. Bu videoyu izlediginde neler dikkatini c¢ekti? Etkinlik sence hangi
matematik konularyla alakali olabilir? Yaklasma ve uzaklasma islemleri icin neler
soyleyebilirsin?

Sekil 1. Yaklagma / Uzaklasma Etkinligi

Modelleme etkinligi ile 6grencilerin gercek yasam baglaminin iistel degisimi icerdigi,
durumun baglamsal modelinin bir {isli say1 oldugu, yaklasma ve uzaklasma islem sayisini bir
degisken olarak belirlendigi, islem sayisi ile genisligin es zamanli olarak {istel bir degisime
ugramastyla bir iistel fonksiyon belirttigi fikirlerini kesfetmeleri saglanmaktadir.

BULGULAR

Bu kisimda Emre’nin 6grenme yolunun nasil ortaya ciktigi ayrintili bir sekilde
verilecektir. Ardindan Emre’nin 6grenme yolu ile arastirma basinda olusturulan varsayimsal
O0grenme yolu arasinda karsilagtirma yapilacaktir,

3.1.Emre’nin Ogrenme Yolu

Bir 6grencinin 6grenme yolunun ortaya ¢ikarilmaya calisildigi bu ¢alismaya katilan Emre
ile ilk olarak bir 6n goriisme yapilmistir. On gériismede sorulan sorularla dgrencinin iislii
sayilar, oriintli ve fonksiyon kavramlar1 hakkindaki bilgilerinin ne diizeyde oldugu belirlenmeye
calisilmistir. Yapilan analizler sonucunda 6grencinin 6n bilgilerinin eksik olmadig1 goriilmiistiir.
Bu durumda 6grenci ile uygulama agsamasina geg¢ilmistir. Bu agamada 6grencinin yatay ve dikey
matematiksellestirmesini saglayacak iki Ogretim boliimii tasarlanmigtir.  Birinci Ogretim
bolimiinde gercek yasam durumunun baglamsal modelini olusturmasi, ikinci &gretim
boliimiinde de baglamsal modeli genellestirerek genel modeli olusturmasi beklenmistir. Birinci
Ogretim boliimii ‘Powers of Ten’ belgeselinden bir kesit izletilerek baslatilmistir. Video
izledikten sonra dgrenci etkinligin {isli sayilar ile ilgili oldugunu fark etmistir. Videodan sonra
ogrenciye ‘Yaklagma / Uzaklasma’ isimli modelleme etkinligi sunulmustur. Emre videoda
izledigi lizere yaklasma ve uzaklasma baglamlarini iislii sayilar ile iliskilendirmeye baglamistir.
Uzaklagma baglamin1 10’un pozitif kuvvetleri ile yaklasma baglamint ise 10’un negatif
kuvvetleri ile iliskilendirmistir. Bu durumun matematiksel modelini 10" olarak belirtmis ve n’in
tekrarlama siklig1 oldugunu ifade etmistir.

E: Yaklasma ve uzaklasma islemleri ile uzaklik arasindaki iliskiyi aciklamam isteniyor.
L. Uzaklagirken iissii pozitif oluyor, yaklasirken negatiflere iniyor.
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A: Yaklasma ve uzaklasma arasindaki fark ne?

E: Yaklasinca kuvvet eksi oluyor, ¢iinkii iizeri eksi olunca deger kiiciiliiyor. Yani 10
sayist 1/10%° oluyor. 1/n de n arttik¢a sayr kiigiiliir. Bu da oldukea kiigiik bir sayr.

A: Bu durumu nasil genelleyebiliriz? Matematiksel olarak nasil ifade ederiz?

E: 10" seklinde yazarim. 10" ifadesinde n sayisi arttik¢a uzaklasiriz, n sayist azaldik¢a
yakinlasiriz.

A: nigin baska ne soyleyebiliriz?

E: n kesirli olmayacak. Tam sayt olur.

A: n neden kesirli olamaz?

E: n neden kesirli olamaz diisiineyim. Sey... n kesirli olursa koklii ifade olur. Ama eksiler
kok icinde olamaz.

A: 10" ne anlama geliyor?

E: Uzakliklar 10 kat 10 kat degisiyor. n de kag kere yaklasip uzaklastigimiz.

Ogrenci baglamsal modeli dogru bir sekilde olusturmustur. Ayrica 10" modelindeki n
degeri icin sadece tam sayilar kiimesinden degerler verebilecegimizi belirtmistir. Gergek yagam
baglami goz oniine alindiginda baglamsal modeldeki degiskene tam sayilar kiimesinden deger
verilmesi ogrencide beklenen bir sonugtur. Ogrencinin bu sonuca ulagsmasimin ardindan
baglamsal modelin bir grafigi ¢izmesi istenmistir. Asagida bu siiregten bir kesit verilmistir.

(Emre 5 tam sayr degeri belirliyor ve bu tam sayilara karsilik gelen noktalari grafik
tizerinde once siirekli bir dogrusal ¢izgi ile birlestiriyor. Sonra silip noktalardan olugan bir
grafik ciziyor.)

E: Direkt nokta nokta mi ¢izeyim? Ciinkii sadece o degerler var.

A: O ara degerler yok mu?

E: Var da benim olusturdugum tabloda yok.

A: Grafigin boyle oldugunu nasil anladin?

E: Ciinkii buradaki (0,1 ile 0,001) fark 0,99 kadar, buradaki (0,1 ile 1) fark 0,9 kadar.
Stirekli artiyor yani.

A: Yani ilk ¢izdigin gibi (dogrusal) ¢izsek olmaz miydi?

E: Olmazdi. 10 kat 10 kat diye artiyor zaten hep. Hep 10 artsaydi mesela dogrusal
olacakt.

Ogrenci baglamsal modeldeki n degeri igin birkag tam say1 degeri vermis ve bu tam say1
degerlerine karsilik gelen noktalar1 grafik tizerinde belirtmistir. Bu noktalar1 6nce siirekli bir
egri ile birlestirmis sonrasinda siirekli egriyi silip tabloda yer alan noktalardan olusan bir egri
¢izmistir. Bu durum 6grenciye soruldugunda n degerinin baglama gére tam sayilardan olugmasi
gerektigini ve sayr dogrusu iizerindeki tam sayilar1 gdstermek icin de tam sayi giftlerinden
olusan noktalari igeren bir grafik ¢izmesi gerektigini sdylemistir. Emre grafigi 6nce dogrusal bir
sekilde ¢izmis, sonra da degerler arasindaki degisimi inceleyerek grafigin dogrusal olmamasi
gerektigini kesfetmistir.
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Birinci 6gretim boliimiinde 06grenci  baglamsal modeli olusturmus ve modeli
aciklayabilmistir. Ikinci 6gretim béliimiinde ise bu baglamsal modeli genellestirmesi ve bir
fonksiyon olarak ifade etmesi beklenmistir. Ikinci 6gretim boliimiinde &ncelikle dgrenciden
baglamda yer alan 10’un katlar1 seklindeki {iistel bilylime yerine bagka bir say1 olsaydi iistel
biliylimenin nasil olacagi sorulmus ve farkli sayilar icin tablolar olusturup uygun grafikler
¢izmesi istenmistir. Ogrenci sirayla 2,-2 ve % sayilarini denemistir. Tabanin 2 oldugu durumda
yani 2" i¢in grafigin 10" grafigi ile olduk¢a benzerlik gosterdigini belirtmistir.

E: 10 yerine 2’yi kullandim. Aynist ¢ikti. Yani degerler farkli ama seklen ayni gibi.

-4

Taban1 2 olarak belirleyip grafigini ¢izen Emre c¢izdigi iki grafigin birbirine ¢ok
benzedigini séylemistir. Tabanin degerinin pozitif tam say1 olmasi disinda nasil bir grafik
olacag1 soruldugunda taban degeri i¢in -2 sayisini belirlemis ve grafigi ¢izmeye ¢alismistir.

A: Tamam simdi de baska bir deger ver.

E: -2 olsun bu sefer.

A: Tamam olur bir dene hadi.

(Osrenci noktasal olarak yerlestiriyor ve x ekseninin iistiindeki noktalar cizgilerle
birlestiriyor. x ekseninin altindaki noktalar: da ayni sekilde birlestiriyor.)

A: Grafigin bu sekilde mi olmasi gerekiyor?
E: Soyle olacakti aslinda (kesikli ¢izgilerin siirekli ¢izgi ile gosterilmesi gerektigini
gosteriyor.)
: 2 par¢ali bir sey (grafik) oldu.
: Evet.
: Olabilir mi béyle bir sey?
: Olabilir. Arada bosluklar var.
: Neden bu sekilde ¢izdin, a¢iklar misin biraz?
: Kwrik oldugu belli olsun diye.
: (-2)* in grafigi bu sekilde mi hareket eder yani? 2 par¢ali halinde mi?

> Mo Mo Mo
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E: Evet, par¢ali. Bir iistte bir altta. Buralar (kesikli grafikleri gosteriyor) tirtikli. Bos.
A: Oralar bos diyorsun. Oralarda degeri yok mu yani?
E: Yok. Diiz (siirekli bir grafik demek istiyor) ¢izseydim degeri olurdu.

Ogrenci tabanin -2 oldugu durumda grafigi tam olarak nasil cizecegini bilememistir ve
grafigi parcali olarak gostermeyi seg¢mistir. Ogrenci degerler arasi degisimin dogrusal
olmadigini fark etmesine ragmen belirledigi noktalar1 birlestirememistir. Etkinligin devaminda
ogrenciden pozitif ve negatif tam sayilar1 inceledikten sonra taban i¢in rasyonel bir say1 se¢mesi
istenmistir. Emre bunun {izerine 2 sayisin1 segmistir.

E: % yi sectim.
A: Tamam hadi 72 yi deneyelim. Onu da ¢izer misin?

E: Evet, grafik degisiyor tam tersi oluyor.
A: Nasil yani tersi?
E: 2"in y eksenine gore tersi yani.

Ogrenci grafik ¢izimi igin noktalar belirleyerek bu noktalar1 birlestirmis ve tabanin 1/2
oldugu durumda yani (%)" i¢in grafigin 2" grafiginin y eksenine gore tersi (y eksenine gore
simetrigi) oldugunu gozlemlemistir.

Ogrenci baglamsal model olarak olusturdugu 10" modelinde 10 yerine sirayla 2, -2 ve V5
degerlerini atamis ve grafiklerinin nasil degisecegine dair ¢ikarimlar yapmistir. Sonrasinda
ogrenciden ‘Bu ifadeyi daha genel bir sekilde yazabilir miyiz?” sorusu ile baglamsal modeli
genellestirmesi istenmistir.

A:10" modelinde 10 ’dan farkli sayilar icin denedin. Peki bu ifadeyi daha genel bir sekilde
yazabilir miyiz?

E: Yazabiliriz bence.

A: Matematiksel ifade nasil olurdu? Degisir miydi?

E: Degisirdi. Burada aslinda bir sayt tizeri n oluyor. a" yani.

A: Neden a" dedin?

E: Ciinkii a degisince grafikler de degisir. Sonug degisir. a degisince hem grafik hem de
sonug¢ bundan etkilenir. Bu yiizden a diye bir ifade tamimladim. Ciinkii a’nin negatif, kesirli vb.
olmasi grafigin genel hatlarin degigtirir.

Bu asamaya kadar 6grenci ger¢ek yasam durumundan hareketle 10" baglamsal modelini
olusturmus ve genellestirerek genel modeli a" seklinde belirtmistir. Ogrenci Desmos programina
10" yazdiginda Desmos’un n degeri i¢in bir siirgli olusturdugunu ve belirledigi n degeri igin
sonucu gosterip, bir grafik olusturmadigim gdzlemlemistir. Ogrenci bunu kesfettikten sonra n
yerine x degiskeni atayarak 10* yazmay1 denemis ve grafigi inceleyebilmistir. Ardindan sirayla
2%, (1/2)%, (-2)* grafiklerini Desmos yardimiyla ¢izmistir. Ogrencinin Desmos’da yaptigi bu
cizimler boyunca diisiinceleri agagidaki kesitte verilmistir.
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E: 10" ve 2* grafikleri benzer oldu. I, (1/2)* i ¢izdim. Buna (2* i kastederek) zit oldu.
Carpmaya gore tersi olursa iste y eksenine gore simetrigi olur. (-2)* i goremedim ama.

A: (-2)* i goremedik. Neden goremedik sence?

E: Diisiineyim. Kesirli bir sayt olursa x olmuyor (tamimsiz oluyor demek istedi).

A: Peki biz bunun grafigini ¢izebiliyor muyuz? Desmos’da ne oldu?

E: Bazi yerler bog oluyor. Grafik ¢cikmiyor. Burada ¢izmedi ¢iinkii x icin biitiin degerleri
alwyor.

A: Niye arada tamumli oldugu noktalart vermedi o zaman?

E: Belki de tanimsiz diye hi¢birini ¢izmedi.

Desmos sayesinde 10* ve 2¥in grafiklerinin benzer oldugunu; 2* ile (1/2)* grafiklerinin y
eksenine gore simetrik oldugunu ve (-2)* in grafiginin ¢izilemeyecegini gozlemlemistir.
Baglamsal modelin ve farkli tabanlardaki iistel fonksiyonlarin grafiklerini ¢izdikten sonra genel
modelin de grafigini Desmos ile ¢izmistir. Desmos a* girdisi yazilinca otomatik olarak a
siirgiisiinii atamaktadir. Ogrenci bu a siirgiisiinii hareket ettirerek a*in grafigi hakkinda yorumlar
yapmistir. Siirgliniin hareketi sayesinde a sayisimin degisimine gore grafigin durumlari degismis
ve bu degisimler ortaya ¢ikmistir.

: En son elde ettigin genel modelin neydi?

: @ Desmos bir siirgii olugturdu.

: Saga sola siirgiiyii hareket ettir bakalim ne oluyor.

: 0’da sadece pozitif tarafta oldu. Eksileri almadi.

: Saga dogru biraz daha kaydir bakalim. Neler oluyor?

: Bir yerde grafik doniiyor.

. Nerde doniiyor ve neden doniiyor acaba?

: 1’den kiiciikken.

: 1’den kiiciikken. Neden peki?

: 1'den kiiciikken iis biiyiidiikce sayt kiigiiliiyor.

: Peki 1°den biiyiikse ne oluyor?

: Grafik y eksenine yaklagsiyor.

: O zaman grafikte hangi durumlarla karsilastik?

: Negatif olmast var, 0 olmasi var, lden kiigiik olmasi ve lden biiyiik olmasi var. -1 ile 0
arasinda bir degisim var mi1 acaba? (Diistintiyor ve stirgiiyii hareket ettiriyor)... Ama eksiler hig¢

yok.

Mo Mo Mo Mo Mo Mo Mo

Ogrenci Desmos ile ¢izdigi grafigi incelemis ve siirgiiyii hareket ettirerek grafiksel
kesifler yapmustir. Bu kesifler a* grafiginde a’nin negatif olmasi, 0 olmasi, 0 ile 1 arasinda
olmast ve 1°den biiyiik olmas1 durumlaridir. Ogrenci tabanin sadece -2 i¢in degil negatif bir say1
olmasi durumunda grafigin olusmadigin1 kesfetmistir. Taban degerinin 1’den biiyiimesi
durumuna gore grafigin y eksenine giderek daha ¢ok yaklastigini fark etmistir. Ogrenci a* in
grafiksel Ozelliklerini kesfettikten sonra kendisine bu ifadenin bir fonksiyon belirtip
belirtmedigi sorulmustur. Ogrenci hem modeli hem de grafigi inceleyerek genel modelin bir
fonksiyon belirtecegini sdylemistir.

: Genel model bir fonksiyon belirtir mi belirtmez mi?

: (Grafikleri inceliyor) a* fonksiyon belirtir. f(x) = a*

: Burada x’e hangi degerleri verebiliriz?

. Herhangi bir deger verebiliriz. Yani fonksiyonun tamm kiimesi reel sayilar olur.
: Peki goriintii kiimesi ne olur?

: Goriintii kiimesi a’dan a’ya degigir.

: O zaman, a hangi degerler olabilir?

- (Tekrar grafikleri inceliyor) a negatif olamaz.

: Ne olabilir a?

>Mx M M~Mm>
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E: 0’dan biiyiik olabilir. a>0 ise x’in tanim kiimesi reel sayilardir ve goriintii kiimesi...
A: Grafiklere dénebilirsin fikir almak igin.

(Osrenci énceki grafik sayfasina doniiyor ve a siirgiisiinii hareket ettiriyor.)

E: En kiigiik degeri 0 olamiyor ama ¢ok yaklagiyor.

A: Peki 0 olur mu?

E: Olmaz. Goriintii kiimesi negatif de olamaz. Yani 0’dan biiyiik reel sayilardir.

Birinci 6gretim boliimiinde (yatay matematiksellestirme kisminda) 10" modelindeki n
degiskenin tam sayilardan olustugunu belirtirken Desmos’da grafigini ¢izdikten sonra n yerine X
degiskenini vermis ve grafigin siirekli oldugunu ve dolayisiyla tanim kiimesinin reel sayilar
olmasi gerektigini sOylemistir. Fonksiyonun goriintiisiiniin de a parametresine bagh olarak
degisecegini belirtmistir. Grafikleri tekrar inceleyen 6grenci a degerinin pozitif reel say1 olmasi
gerektigini ve goriintii kiimesinin de pozitif reel sayilar olmas1 gerektigini kesfetmistir. Ogrenci
genel modeli bir fonksiyon olarak ifade ederek bu modeli formallestirmistir. Formal modeli
daha 6nce bildigi fonksiyon tiirlerinden farklilik géstermistir ve bu fonksiyonun iistel fonksiyon
olarak adlandirildig bilgisi arastirmaci tarafindan verilmistir. Ogrenci Desmos iizerinde a* in
grafigini ¢izerken 4 farkli durumla karsilagmistir. Bu durumlari tekrar inceleyerek fonksiyonun
grafiklerinin artan ve azalan oldugu araliklar1 belirlemistir. Ek olarak a=1 olmas1 durumunda
grafigin bir sabit fonksiyon oldugunu belirtmistir. Sabit bir fonksiyonun {istel fonksiyon olup
olmayacagi iizerine tartigilmigtir. Son olarak 6grenci a’nin tiim sinirliliklarini belirtmistir.

A: f(x) = a* ifadesi bir fonksiyondur ve bu fonksiyona iistel fonksiyon diyecegiz. Bu
fonksiyonun reel sayilardan pozitif reel sayilara gidecegini soyledin. Peki a sayisi ne
soyleyebiliriz?

: Negatif olamaz, 0 da olamaz.

: Baska her degeri alabilir mi?

- Alabilir.

: Baska bir istisnai durum var mi? Grafikleri bir diisiin.

. Grafikte...

: Fonksiyonun kuralinda a degeri degistiginde fonksiyonun grafigi nasil degisiyor?

2 a, 0ile I arasinda iken fonksiyon siirekli azalan bir fonksiyondur. a 1’den biiyiikken
suirekli artan bir fonksiyondur. a = 1 iken de sabit fonksiyondur.

A: Sence sabit fonksiyon bir iistel fonksiyon mudur?

E: Kesisim noktalar: olabilir.

A: Peki iistel fonksiyonu nasil tanmimlarsin bana?

E: a* derim.

A: Peki sozel olarak nasu tammlarsin? Bizim gercek yasam baglamini diisiin mesela
vaklagma ve uzaklasma durumunu.

E: Hep ayni oranda yaklasiyor ya da uzaklagiyor.

A: Fonksiyondaki x ler ve y ler nasil degigiyor?

E: (Cizdigi tablolara bakiyor) x ler ler ler artiyor, y ler de 10 kat 10 kat artiyor.

A: Simdi sabit fonksiyonu diisiin tekrar, bu soylediklerine uyuyor mu? Ya da benzer mi?

E: Uymuyor. Ciinkii hi¢ degismiyor. O zaman 1 olunca iistel olmuyormus. Yani sonug
olarak a pozitif olmali ama 1 olmamali. 1 olmamasinin nedeni ise tistel fonksiyonlarda x’in
degisimi ile y 'nin degisimi arasinda bir u¢urum olmasidir. Yani x + ile degisim gosterirken y, X
(carpi isareti) ile degisim gosterir. Bu da ¢ok hizli bir artis olmasin saglar. Ancak a 1 olursa
fonksiyon sabit fonksiyon olur yani degisim olmaz. O yiizden a=1 olamaz.

MM~ Mx Mm

Ogrenci verilen modelleme etkinligindeki gercek yasam durumundan hareketle iistel
fonksiyonu tanimlayabilmistir. Ustel fonksiyonun tanim ve goriintii kiimeleri ve sinirliliklari
dogru bir sekilde kesfedilmistir. Ek olarak bu fonksiyonunun bir iistel degisimi ifade ettigini ve
degiskenlerinin es zamanl olarak degistigini anlamlandirabilmistir. Ogrenci bu sayede a=1
olmas1 durumunda herhangi bir degisim olmadigini kavrayabilmistir.
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Uygulama asamasi 0grencinin iistel fonksiyonun anlamimi, kuralini, tamim ve goriintii
kiimelerini ve smmirliliklarini kesfettikten sonra tamamlanmustir. Bir sonraki oturumda 2 adet
modelleme etkinligi kullanilarak degerlendirme yapilmustir. Ik modelleme etkinliginde bir su
bitkisinin biiyiimesi ile kapladigi alami iligkilendiren bir baglam; ikinci etkinlikte ise bir
kaktiisiin zamana bagli olarak biiyiimesi ve boy uzunlugu baglami ele alimmustir. ki etkinlikte
de ogrenci degiskenleri dogru bir sekilde belirleyebilmis, degisimleri yorumlayabilmis ve
degiskenler arasindaki iligkinin birer iistel degisim oldugunu fark edebilmistir. Bu iistel
degisimleri dogru bir sekilde iistel fonksiyon ile ifade etmistir. Dolayisiyla dgrencinin iistel
fonksiyonlar1 kavramis ve degerlendirme asamasini tamamlamistir. Ogrencinin izledigi adimlar
dikkate alinarak dgrencinin 6grenme yolu (OOY) Tablo 4’deki gibi olusturulmustur.

Tablo 4. Ogrencinin Ustel Fonksiyonlara Yénelik Ogrenme Yolu

1. Baglami sezgisel olarak {islii sayilar ile iliskilendiriyor.

2. Uzaklagma baglamimi 10’un pozitif kuvvetleri ile, yaklasma baglamini 10’un negatif
kuvvetleri ile iliskilendiriyor.

3. Baglamsal modeli 10™ seklinde tanimliyor.

4. Baglamsal modeldeki n degiskenini tam sayilar kiimesi ile tanimliyor.

5. 10" modeline gore kesikli bir grafik ¢iziyor.

1. Ogretim Boliimii

6. Baglamsal modelde yer alan iislii ifadenin tabani i¢in farkli degerler vererek
denemeler yapiyor ve grafiklerin nasil degisecegine dair ¢ikarimlar yapiyor.

7. Negatif degerlerde grafigin nasil gizilecegini kestiremiyor.

Baglamsal modeli genellestiriyor ve genel modeli a™ seklinde tanimliyor.

9. Teknolojik ortamda (Desmos) ¢izilen grafikler ile kendi ¢izdigi grafiklerin benzerlik
ve farkliliklarini belirliyor.

10. Teknolojik ortamda ¢izebilmek igin a™ notasyonu yerine a* notasyonunu
benimsiyor.

11. Teknolojik ortamda bir a siirgiisii atiyor ve a’nin degerlerine gore grafigin
alabilecegi durumlar belirliyor.

12. Genel modelden formal modele gegis yapiyor ve formal modeli bir fonksiyon olarak
belirtiyor (f (x) = a*).

13. Fonksiyonun tanim kiimesini reel sayilar deger kiimesini ise pozitif reel sayilar
olarak belirtiyor.

14. a*in a <0 igin tanimsiz, 0 < a <1 igin azalan, a > 1 i¢in artan oldugunu
kesfediyor.

15. Degisim oranlarindan yola ¢ikarak {istel fonksiyonu tanimliyor.

16. a = 1 durumunda fonksiyonun iistel olmayacagim gerekceleriyle acikliyor.

o

2. Ogretim Boliimii

Ogrenci iistel fonksiyonu yapilandirirken birinci dgretim bdliimiinde ilk olarak sezgisel
olarak ger¢ek yasam baglamim islii sayilar ile iliskilendirmistir. Bu iligkiyi tam sayilarla
betimlemis ve iliskinin baglamsal modelini 10" seklinde tanimlamistir. Bu tanimdaki n
degerinin tam say1 oldugunu belirtmis ve grafigini dogru bir sekilde ¢izebilmistir. Ikinci 6gretim
boliimiinde gercek yasam baglami gesitlendirilerek farkli durumlarda iligkiyi yorumlamis ve
matematiksel olarak ifade edebilmistir. Elde ettigi baglamsal modelleri Desmos ile ¢izerek
grafiklerin 6zelliklerini kesfetmistir. Desmos’un atadig1 a siirgiisii ile a degerinin degisimini ve
buna es zamanli olarak degisen fonksiyonun tanim ve deger kiimelerini dogru bir sekilde
belirtmistir. Ogrenci iistel fonksiyonlarin tiim kural ve dzelliklerini belirttikten sonra a degerinin
neden 1 olamayacagini gerekceleriyle aciklayabilmistir. Siire¢ incelendiginde 6grencinin iistel
fonksiyonlar1 ilk olarak tam sayilarda tanimladigi sonrasinda reel sayilara genelledigi ve tim
stire¢ boyunca es zamanl degisim yaklagimini kullandig1 goriilmiistir.
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3.2.Varsayimsal Ogrenme Yolu (VOY) ile Emre’nin Ogrenme Yolunun (EQY)
Karsilastirilmasi

Aragtirmaci tarafindan olusturulan varsayimsal 6grenme yolunda (bkz. Tablo 3) 7 temel
basamak; Ogrencinin 6grenme yolunda (bkz. Tablo 4) ise 16 basamak oldugu goze
carpmaktadir. Bu basamaklar karsilastirildiginda (bkz. Tablo 5) 6grencinin 6grenme yolu ile
varsayimsal dgrenme yolunun paralellik gosterdigi soylenebilir. Ogrencinin bilissel eylemleri
varsayimsal 6grenme yoluna uygun olarak ilerlemistir.

Tablo 5. Varsayimsal Ogrenme Yolu ile Ogrencinin Ogrenme Yolunun Karsilastirilmasi

EOY VOY
1. Baglami sezgisel olarak {isli sayilar ile | 1. Sezgisel Iliskilendirme
= iligkilendiriyor. '
:g 2. Uzaklagsma baglammi 10’un pozitif kuvvetleri | 1. Sezgisel Iliskilendirme
IS ile, yaklasma baglamim1 10’un negatif
A kuvvetleri ile iliskilendiriyor.
g 1. Baglamsal modeli 10™ seklinde tanimliyor. 2. Gergek yagam durumunun
»5h baglamsal modelini olusturma
‘© | 2. Baglamsal modeldeki n degiskenini tam | 3. Baglamsal Modeli
- sayilar kiimesi ile tanimliyor. Detaylandirma
3. 10" modeline gore kesikli bir grafik ¢iziyor. 4. Grafiksel Kesif
4. Baglamsal modelde yer alan iislii ifadenin 5.Baglamsal Modeli
tabani i¢in farkli degerler vererek denemeler Genellestirme (Genel Modeli
yapiyor ve grafiklerin nasil degisecegine dair | Olusturma)
¢ikarimlar yapiyor.
5. Negatif degerlerde grafigin nasil gizilecegini 5. Baglamsal Modeli
kestiremiyor. Genellestirme (Genel Modeli
Olusturma)
6. Baglamsal modeli genellestiriyor ve genel 5. Baglamsal Modeli
modeli a™ seklinde tanimliyor. Genellestirme (Genel Modeli
Olusturma)
7. Teknolojik ortamda (Desmos) ¢izilen grafikler | 6. Teknoloji Yardimiyla
ile kendi ¢izdigi grafiklerin benzerlik ve Yorumlama
:é farkliliklarin belirliyor.
% 8. Teknolojik ortamda ¢izebilmek igin a™ 6. Teknoloji Yardimiyla
M notasyonu yerine a* notasyonunu benimsiyor. | Yorumlama
g 9. Teknolojik ortamda bir a siirgiisii atiyor ve 6. Teknoloji Yardimiyla
)gb a’nin degerlerine gore grafigin alabilecegi Yorumlama
O durumlar1 belirliyor.
ol 1 10. Genel modelden formal modele gecis yaptyor | 7. Genel Modelden Formal
ve formal modeli bir fonksiyon olarak Modele Gegis
belirtiyor (f(x) = a*).
11. Fonksiyonun tanim kiimesini reel sayilar deger | 7. Genel Modelden Formal
kiimesini ise pozitif reel sayilar olarak Modele Gegis
belirtiyor.
12. a* ina < 0 igin tanimsiz, 0 < a < 1 igin 7. Genel Modelden Formal
azalan, a > 1 i¢in artan oldugunu kesfediyor. | Modele Gegis
13. Degisim oranlarindan yola ¢ikarak istel 7. Genel Modelden Formal
fonksiyonu tanimliyor. Modele Gegis
14. a = 1 durumunda fonksiyonun iistel 7. Genel Modelden Formal
olmayacagini gerekceleriyle acikliyor. Modele Gegis
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Ogrencinin 6grenme yolu incelendiginde her bir basamagin varsayimsal grenme yolunda
karsilig1 oldugu goriilmektedir. Ogrenci varsayimsal 6grenme yolunun basamaklarina uygun bir
sekilde ilerlemistir. Ogrenci baglamsal modeli olusturuncaya kadar daha az bilissel ve zihinsel
eylemlerde bulunmustur. Baglamsal modelden (10*) genel modele (a¥) gegis, genel modelden
(@) formal modele ( f(x)= a*) gecis asamalarinda teknolojinin de yardimiyla daha ¢ok akil
yuriutmustur.

Asagidaki tabloda ise (bkz. Tablo 6) bu iki 6grenme yolu arasinda karsilastirma semast
verilmigtir. Tablonun yatay ekseninde 6grencinin 6grenme yolu, dikey ekseninde varsayimsal
O0grenme yolu yer almaktadir. Tablodaki her X isareti 6grenme yollarinin kesistigi anlamina
gelmektedir. Ornegin 6grenci dgrenme yolundaki 1.madde varsayimsal 6grenme yolundaki
l.maddeye karsilik gelmektedir. Tablo incelendiginde basamak sayilarinda farklilik
gozlemlense de Ogrencinin 6grenme yolu, arastirmacinin olusturdugu varsayimsal 6grenme
yoluna paralellik gostermektedir.

Tablo 6. Varsayimsal Ogrenme Yolu ile Emre’nin Ogrenme Yolunun Karsilastirma Semasi

X[ X | X | XX

X | X | X

Varsayimsal
Ogrenme Yolu
RINW SOOI
X

1123|456 |7 |8|9|1011|12|13|14|15]16

Emre’nin Ogrenme Yolu

Gergeklestirilen uygulama ile 6grencinin tistel fonksiyon kavramini varsayilan 6grenme
yoluna benzer bir rota izleyerek anlamlandirdigi gézlemlenmistir.

TARTISMA, SONUC VE ONERILER

Ustel fonksiyon kavramimi yapilandirirken bir 6grencinin dgrenme yolunun ortaya
¢ikarilmas1 amaciyla gerceklestirilen bu ¢alismada Ogrenci Ustel fonksiyonu anlamli olarak
kavramistir. Ogrencinin basta &n bilgilerinin tam oldugu ve iistel fonksiyona iliskin bilgisinin
olmadigi belirlenmistir. Uygulama asamasinda iistel fonksiyonun kavramsal olarak 6grenilmesi
saglanmistir. Degerlendirme asamasinda da verilen baglamlarda 6grenci dogru iligkilendirmeler
yaparak tstel fonksiyon modellerine ulasmistir. Gelistirilen etkinliklerin iistel fonksiyon
kavraminda 6grenmeyi sagladigi goriilmiistiir. Ogrencinin siireg igerisinde gectigi zihinsel
asamalara bakacak olursak en basta varsayilan varsayimsal 0grenme yoluna paralel bir yol
izledigi belirlenmistir.

Toplamsal degisim oran1 ile carpimsal degisim oraninin es zamanl degisiminin
incelenmesi araciligiyla istel fonksiyonlara gecis fikri (Confrey ve Smith 1994; Doerr 2006;
Ellis vd. 2013) caligmamizda da iistel fonksiyonlarin anlagiimasinda onemli olmustur. Bu
sayede Ogrenci degisimin goézlemlenmedigi durumlarda iistel fonksiyon kurallariin
saglanmadigini ve dolayisiyla f(x)= a* lstel fonksiyonunda a parametresinin 1 olamayacagini
gerekeeleriyle anlamlandirabilmistir. Bu es zamanli degisimi incelerken modelleme
etkinligindeki gercek yasam baglami 6grencilere degiskenleri belirleme, degisimlerini inceleme
ve yorumlama anlaminda katki saglamistir. Modelleme etkinliginin esnek yapisi sayesinde
baglamin degistirilerek farkli durumlarda yorumlanabilmesi i¢in uygun bir 6grenme ortami
hazirlamistir.
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Ustel fonksiyonlarm 6gretiminde Desmos uygulamasi kullanilmistir. Desmos aracinin
sirgli atamasi, grafigi aninda gostermesi, interaktif yapist ve kullanim kolaylig1 ile calismaya
katki saglamis ve dgrenci 6grenmesini pozitif anlamda etkilemistir. Ogrenci Desmos yardimiyla
bir ériintiiniin genel terimi ifade edilirken kullanilan n notasyonu ile (Ornegin 10" modeli)
Oriintiiniin istenilen bir adimimin bulunacaglr ve tek bir sonu¢ bulunacagini; grafik c¢izmek
istediginde ise 2 farkli degisken oldugunu ve bu degiskenlerin x ve y notasyonlari ile yazilmasi
gerektigini kendisi kesfetmistir. Ogrenci x ve y degiskenleri icin tablo olusturmus ve bu
tablonun degerlerini grafik ekraninda gozlemlemistir. Bu sayede hem tablo ile hem de grafik ile
temsilleri es zamanli olarak gorebilmis ve aralarinda iliski kurabilmistir. Desmos’un bu
ozellikleri Geogebra gibi benzer grafik hesap makineleriyle de gergeklestirilebilmektedir.
Desmos gibi grafik hesap makinelerinin kullanimi Doerr, (2006) ve Kostur ve Yilmaz, (2017)
caligsmalarinda oldugu gibi bu galigmada da kavramsal anlamay1 desteklemistir.

Weber (2002a) iiniversite Ogrencileri ile yiiriittiigli calismasinda Ogrencilerin iistel
fonksiyona iliskin yetersiz diizeyde anlayisa sahip olduklarini belirtirken bu c¢aligmadaki
Ogrencinin anlayisinin tasarlanan etkinlik dizisi sayesinde yeterli seviyede oldugu goriilmiistiir.
Bu asamada modelleme etkinlikleri ve bu etkinlikler esnasinda teknolojik araglarin kullanimi
onem tagmmistir. Modelleme etkinliklerinin gergek yasam kaynakli baglami ve iizerinde farkl
versiyonlariyla ¢alisma imkan1 sunmasi 6grenciye biiylik kolaylik saglamistir.

Olusturulan varsayimsal o6grenme yolu Ogrencinin 6grenme yolu ile paralellik
gostermistir. Bu paralellik bir 6grenci ile sinirlidir. Ayni etkinlik dizisinin daha fazla 6grenciye
uygulanmas1 ile paralellik durumu test edilebilir. Grup veya smmf uygulamalar
gergeklestirilerek varsayimsal 6grenme yolu revize edilebilir veya genellestirilebilir.
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EXTENDED ABSTRACT

Introduction

The concept of function has an important place in high school mathematics subjects. In
this study, focusing on the concept of exponential function, which is one of the function types.
For teaching exponential functions, covariation approach and correspondence approach were
discussed.

The aim of the study is to reveal the learning trajectory of the student during the
implementation of these activities. In this regard, what kind of learning process does a student
go through while constructing the concept of exponential function? seeks an answer to the
guestion.

The study is based on radical constructivism and realistic mathematics education (RME)
theories. Activities were designed and used in the light of these theories. Technology-assisted
modeling activities were used to teach exponential functions.

Methods

In this study, since it was desired to reveal the individual reasoning and learning
trajectory of students, the teaching experiment method was used and the students were studied
individually. A teaching experiment is a technique designed to explore students' knowledge of
mathematics and how it can be learned in the context of mathematics teaching (Cobb & Steffe,
1983; Hunting, 1983). The criterion sampling method was used when selecting the student to
participate in the study. The criteria for determining the participant are that the student knows
the concepts of function, exponent and pattern, but does not know the concept of exponential
function, 12" grader who has not learned the 12" grade mathematics lessons by any means
(online environments, school, course, private teacher). Student participated in the study
voluntarily and he and his parents gave the necessary permissions for the study.

1478



A conceptual analysis has been made for the concept of exponential function. After this
conceptual analysis, assumptions regarding this concept were determined and a hypothetical
learning trajectory was created under the perspective of RME.

An activity series consisting of four sessions was designed for teaching exponential
functions. Sessions lasted approximately two hours each and they were video-recorded and
transcribed. The student carried out the implementation in a computer-aided environment and
the student responses were also recorded on the Desmos application. The data consists of video
transcripts, researcher observation notes, and student responses in the Desmos application. The
data were analyzed in accordance with the definition of Thompson's (2008) conceptual analysis,
in an effort to formulate hypotheses of defined examples, students' schemas and ways of
thinking.

The modeling activity used in the study was created based on the documentary called
'Powers of Ten'. This documentary starts with the image of a family, and as the video
progresses, this family first moves away and then gets closer. During zoom in and zoom out
operations, the distance or width undergoes a 10-fold change. The basic mathematical idea that
emerges from this video is that the width increases 10 times with each zoom out move, and the
width decreases 10 times with each zoom in move. This covariation is important for the
exponential change. Students are provided to explore the ideas that the real-life context includes
exponential change, the contextual model of the situation is an exponent.

Results

While structuring the exponential function, the student first intuitively associated the real-
life context with exponential numbers in the first teaching episode. He described this
relationship with integers and defined the contextual model of the relationship as 10". He stated
that the value of n in this definition was an integer and he was able to draw its graph correctly.
In the second teaching episode, the real life context was diversified, and he was able to interpret
the relationship in different situations and express it mathematically. He discovered the
properties of graphics by drawing the contextual model with Desmos. Then the conceptual
model (10") became a" and a*. He correctly stated the change of ‘a’ value with the ‘a’ slider
assigned by Desmos. The student was able to define the exponential function based on the real-
life situation in the given modeling activity. The definition and image sets of the exponential
function and its limitations have been correctly discovered. In addition, he was able to
understand that this function expresses an exponential change and that its variables change
covariationally. In this way, the student was able to understand that if a = 1, there is no change.
When the process was examined, it was seen that the student first defined the exponential
functions in integers, then generalized them to real numbers and used the covariation approach
throughout the whole process.

Discussion and Conclusion

It was determined that the student had complete prior knowledge and did not have
knowledge about the exponential function. In the teaching episode, the exponential function was
learned conceptually. In the evaluation phase, the student reached exponential function models
by making correct associations in the given contexts. It has been seen that the developed
activities provide learning in the concept of the exponential function. If we look at the mental
stages that the student went through in the process, it was determined that he followed a path
parallel to the hypothetical learning trajectory at first.

Desmos application was used in teaching exponential functions. The Desmos tool
contributed to the study with its slider assignment, instant display of the graph, its interactive
structure and ease of use, and it positively affected student learning.
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