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Extended Abstract

Purpose

The importance of proof in mathematics and mathematics education increases rapidly.
But what is mathematical proof? Why proof is so important in mathematics education? This
study aims to find an answer to these questions? For this purpose, some explanation and
related discussions such as what is the definition of the concept of mathematical proof, its
aims, functions, proof schemes and its role in the mathematics curriculum were included in

the context of the paper.

The primary purpose of a mathematical proof is to indicate not only whether it is right or
wrong but also why it is right or wrong (Hanna, 2000). A good proof helps us understand the
meaning of the given theorem. Also, it shows both the accuracy of a theorem and the
reasons of this accuracy. This kind of proof is so persuasive that it has a wide range of
benefits and functions. One of these benefits can be that it helps us provide good definitions
and useful algorithms. Another one is to contribute to the systematization of results and the

schematization of mathematical knowledge. In this regard, the functions of a mathematical
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proof can be presented under the headings of verification, explanation, systematization,
discovery, intellectual challenge, communication, and justification of definitions. It is of
importance for students to be aware of a proof and understand why a proof is essential.
Therefore, a role of proof in school mathematics is to explain the accuracy of a claim.
Furthermore, proof is used to show why the results known by students are right. With the
preceding reasons, proof has a significant role on constructing mathematical knowledge.
During the production of a proof, students start to discover by testing, realize the aesthetic
side of mathematics, and develop their analytical thinking skills. The techniques used in the
proof production process reveal the thinking frames of students about the subject. Harel and
Sowder (1998, 2007) named these thinking frames as proof schemes. The proof schemes
which students use throughout the proof production process reflect their thoughts.
Meanwhile, they reveal misconceptions of students. Therefore, curriculums are closely

related with the proof production process of students and proof schemes.
Discussion and Conclusion

In all kinds of scientific research, any proposal or theory cannot be accepted as right
without sufficient proof. For instance, in sciences or similar fields, experiments and
systematic observations are critical to approve the accuracy of a claim. In mathematics, the
only way to prove the accuracy of a statement or proposal is proof production of this
statement or proposal. Mathematical proof is a logical deduction based on the relationships
between proposals. In other words, to make the story short, mathematical proof is to prove
the accuracy of a statement or proposal by relating one or more proposal and presenting it
with a number of logical deductions. Therefore, proof concept plays a significant role in
developing mathematical thinking skills of students and constructing mathematical
knowledge. Based on the results of the study, the future studies should focus on the
instruction of proof concept in mathematics classes and the determination of the roles of

teachers and curriculums.
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MAKALE BILGI OZET

Makale Tarihgesi: Bu calisma, matematik 6dretiminde matematiksel ispat kavraminin roli ve
Alindi 12.05.2014 onemi Uzerine odaklanmistir. Bu amag igin, matematiksel ispatin tanimi,
Duzeltilmis hali yapihs amaci, fonksiyonlari, ispat semalari ve matematiksel ispatin
alind1 02.07.2014 matematik 6grenme ve 6gretme surecindeki islevi ile matematik 6gretim
Kabul edildi programlarindaki roltine iliskin agiklamalara ve tartismalara yer verilmistir.
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Giris

Bilimin butun alanlarinda, elde edilen bilimsel bilgilerin dogrulugunu ispatlamak
ortak bir amagtir. Fen bilimleri gibi alanlarda, bilimsel bilgilerin dogrulugu daha gok
gOzlem ve deneyler araciligiyla gosterilirken, matematiksel bilgilerin dogrulugunun
gOsteriminde bu c¢esit dogrulama yodntemleri yeterli degildir. Bu kapsamda; bir
matematikgi, bir matematiksel ifade ve 6nermenin dogrulugunu godstermek igin
deneysel velveya gozlemsel sonuglardan ziyade gegerli mantiksal gikarimlardan
yararlanir (Hanna ve Barbeau, 2002, Polster, 2004). Bu noktada, devreye

matematiksel ispat kavrami girmektedir.

Matematiksel ispat

Turk Dil Kurumu (TDK) (2005) ispati, “Tanit ve kanit gostererek bir seyin gergek
yonuni ortaya c¢lkarma, kanitlama, tanitlama, tanit’, ispat etmeyi ise
“1) kanitlamak, ... 2) tanitlamak” (s.984- 985) seklinde tanimlamaktadir. Hersch
(1993) ise ispatlamak kelimesinin, bir durumun dogrulugunun belirlenmesi,
denenmesi ve test edilmesi anlamina geldigini ifade etmistir. Diger taraftan, ispat

kavrami bulundugu igerige gore farkli anlamlara da gelmektedir. Ornegin, bir hakime
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gore saglam deliller, bir fen bilimciye gore gdézlem ve deney sonucu elde edilen test
edilebilir bilgiler ve bir matematikciye goére ise delil ve test edilebilir bilgiden daha
fazlasini igerir (iskenderoglu, 2010). Bir matematiksel ispatin amaci, bir iddianin
sadece dogru ya da yanlis oldugunu degil ayni zamanda nigin dogru ya da nigin
yanlis oldugunu goéstermektir (Hanna, 2000). Matematiksel ispatin ne olduguna
yonelik tartigmalar ise uzun suredir devam etmektedir. Matematiksel ispat kavramina
iliskin yapilan tartismalar sonucunda, matematiksel ispat kavraminin iki kategori
Uzerinden degerlendirildigi gorulmektedir. Bu kategoriler, matematiksel ispatin formel
boyutu ve sosyal veya kultirel boyutudur (Arsac, 2007). Matematiksel ispatin formel
boyutu, matematiksel bir bilginin dogrulanmasi surecindeki kural, ifade, aciklama ve
Oonermeleri vb. icermektedir. Matematiksel ispatin sosyal veya kultirel boyutu ise
yapilan ispatin gegerliligi igin kullanilan sureg, islem ve yontemleri kapsamaktadir. Bu
anlamda, eger bir matematiksel bilginin dogrulugunun gosterildigi bir icerik,
matematikciler tarafindan gecerli olarak tanimlanirsa bu igerik bir matematiksel ispat
olarak kabul edilmektedir. (Dede, 2013). Matematikgiler tarafindan bir teoremin
kabulu, bir formel ispattan ziyade ispatin anlagilmasina ve 6nemine daha fazla vurgu
yapan bir sosyal sireci igermektedir. Yani, matematigin bir teoreminin énemi ve
altindaki kavramlarin anlasilmasi durumu bu teoremin kabuli noktasinda, formel
ispatin varligindan ¢ok daha fazla rol oynamaktadir. Diger taraftan; bir matematiksel
ispat, matematigi diger bilimlerden ayiran matematigin en 6nemli kavramlarindan biri
olmasina ragmen, ogrencilerin anlamakta zorlandiklari kavramlarin da basinda
gelmektedir (Arsac, 2007). Bu durumun nedenlerinden biri olarak; matematiksel
ispatin, ispati yapan kisiye, okuyan kisiye ve ispatin tlrine bagl olarak farkh

fonksiyonlara sahip olmasi gosterilebilir (CadwalladerOlsker, 2011).

Matematiksel ispat ve Fonksiyonlari

Matematikgiler igin bir iddianin dogrulanmasindan ziyade ispatlanmasi daha
onemlidir. CUnkd iyi bir ispat, verilen teoremin anlamini anlamaya yardim eder ve
hem teoremin dogrulugunu hem de nigin dogru oldugunu gosterir (Hanna, 2000).
Ayrica, bu tur bir ispat olduk¢a ikna edicidir ve farkl faydalari ve fonksiyonlari vardir.
Bu faydalarindan ikisi, (a) iyi tanimlarin ve kullanigh algoritmalarin olusturulmasina
yardimci olmasi ve (b) sonuglarin sistematiklestiriimesine ve matematiksel bilginin

bigimsellestiriimesine katkida bulunmasi seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan; bir
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matematiksel ispatin, fonksiyonlari ise asagidaki sekilde &6zetlenebilir (Bell, 1976;
CadwalladerOlsker, 2011; de Villiers, 1999; Hana ve Jahnke, 1996):

i) Dogrulama: Matematikgilerin en fazla bildigi ve asina olduklari ispat
fonksiyonlarindan biridir. Buna gore; bir ifade ve 6nerme, dogrulugu gosteriimedigi
muddetge bir teorem olarak dikkate alinmamaktadir. Dogrulama, matematiksel bir
onermenin dogrulugunu gosterme olarak anlagiimaktadir. Birgok matematikgi, ispatin
mutlak bir kesinlik sagladigina ve iddianin gecerliliginin saglanmasinda mutlak otorite
olduguna inanir. Bilimsel gergeklerin dogrulugunun saglanmasinda deney,
matematiksel gergeklerin dogrulugunun saglanmasinda ise ispat 6nemli bir yere
sahiptir. Ancak ispat, dogrulama igin gerekli bir on kosul olmamasina karsin
dogrulama, ispat igin bir 6n koguldur (de Villiers, 1990)

ii) Aciklama: Ispatin, aciklama roliine derslerde genel anlamda vurgu
yapilmaktadir. Matematiksel igeriklerin gogunda bir ispatin amaci, bir dnermenin
dogru oldugunu gdstermekten ziyade bir 6nermenin nigin dogru oldugunu agiklamaya
yonelik olmalidir. Buna karsin, dogrulamalarla bir iddianin gegerliligi buyuk oOlgtude
saglanabilse de iddianin nigin dogru oldugu hakkinda bu c¢abalar yetersiz
kalmaktadir. Bu baglamda, ispatin agiklama fonksiyonu iddianin nigin gegerli oldugu
hakkinda yeterli guveni saglamaktadir. Ancak, ispatin bu rolinu sadece ders
icerikleriyle sinirlandirmak da dogru degildir.

iii) Sistematiklestirme: ispatin bu fonksiyonuna en fazla Euclid’in Elements adli
kitabinda rastlanmaktadir. Bu kitapta, Yunanlh matematikgilerin ispatladiklari birgok
teorem toplanmis ve bunlar teorem, tanim, aksiyom ve postulatlar seklinde
duzenlenmigtir. Burada, Euclid geometrisinin gelistiriimesi icin yeterli dizeyde tanim,
aksiyom ve postulat da bulunmaktadir. Ayrica, bolinebilme kurallari, asal sayilar ve
¢arpanlara ayirma gibi sayilar teorisinin ilk énemli sonuglarina da yer verilmigtir
(Barendregt&Wiedijk, 2005). Matematikgiler, matematigin sistematiklestiriimesiyle
tanim ve aksiyomlarin gereksiz fazlaliklarindan kurtulabilir ve bunlarin kiguk bir
kimesi ile gerekli kavramlarin ve fikirlerin hepsini yakalama imkanina sahip olabilirler.

iv) Kesif: Ispatin bu fonksiyonuna az rastlanmaktadir. Tarihsel olarak, Euclid
digi geometriler gibi matematigin bazi alanlarinin teoremlerine soyut timdengelimci
akil yuritmeler aracihgiyla ulasiimistir. Ornegin; Euclid’in besinci postulatinda
(paralellik postulati), duzlem yerine egrisel yuzeyler tuzerindeki sekillerin geometrisini

tanimlayan teoremler araciligiyla Euclid dis1 geometriler ortaya ¢ikmigtir.
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v) Zihinsel sorgulama: ispatin zihinsel sorgulamalari, ispatin ikna ediciligini
tamamlayici bir parca olarak gorulmektedir. Matematikgilere, bir ispati tamamlarken
ispatin igerisinde yasadiklari zihinsel sorgulamalar oldukga eglenceli ve sevimli
gelebilir. Bu nedenle; matematikgiler ve matematik egitimcileri, 6grencilerin ispatlarin
yapimindaki zihinsel tartismalardan hoslanmalarini ve tat almalarini saglayici
ortamlar/etkinlikler hazirlamali ve 6grencileri bu noktada cesaretlendirmelidirler.

vi) lletisim: ispatin iletisim fonksiyonu, ispatlarin insanlar tarafindan okunmasini
ve yazilmasini ifade etmektedir. Bu fonksiyona gore ispatlar, insanlar arasinda
matematiksel sonuglarin iletisiminin bir araci olarak gériilmektedir. Ustelik ispatlar,
yeni bir yaklasim veya teknikler sunabilirler ve bu sekilde diger matematikgilerin
kendilerine ait farkli bir teoremi/teoremleri tamamlamalari ve gelistirmeleri igin
imkéanlar da saglayabilir.

vii) Tanimlarin dogrulanmasi: ispatin tanimlari dogrulama fonksiyonu, onun
verilen tanim veya onermelerin gegerliliginin saglanmasinda bir otorite olarak
algilanmasini ifade etmektedir. Bunun yaninda, tanimlara olan glivenin artmasinda
da etkilidir. Tanim, aksiyom ve teoremler, matematiksel bilginin olusumunda
birbirleriyle sirekli etkilesim ve uyum igerisindedirler. Ornegin, Euclid geometrisini,
tanimsiz terimler, aksiyomlar ve teoremler olusturmaktadir. Basta bazi kabullerin
(aksiyomlarin) ve tanimlarin tzerine insa edilen bilgiler daha sonra mantiksal birgok
clkarsama ve ispat ile aksiyomatik bir yapiya kavugsmaktadir. Bu baglamda,
matematiksel bilginin olusumunda ortaya konulan tanimlar ile teoremler birbiriyle
uyumlu olmak zorundadir. Bu agidan ispat, tanimlarin dogrulugunun saglanmasinda
onemli bir role sahiptir. Burada; baska bir 6rnek olarak, gercek sayi sisteminin
tanimlarini dogrulayan analiz derslerinde ogretilen Ortalama Deger Teoremi'nin ispati
verilebilir. Ayrica ispatin bu fonksiyonu, celigkiyle ispat veya matematiksel timevarim
gibi ispat c¢esitlerini gdéstermesi bakimindan da énemlidir.

Matematiksel ispatlarin yukarida belirtilen fonksiyonlari, daha énce de belirtildigi
lzere, ispatl yapan ve ispati okuyan kisiye gére degisiklik gosterebilir. Ornegin, bir
matematik ¢alismasinda veya makalesinde bir teoremin ispati, teoremin dogrulugunu
gOstermeyi amaclarken, bir 6grenci i¢in ayni teoremin ispati, ispatin altindaki temel
fikrin bir aciklamasi olabilir. Bu baglamda, matematiksel bir ispatin yapilis amaci

farklihklar gostermektedir.
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Matematiksel ispat Yapma ve Amaci

Ogrencilerin, ispatin nigin yapildigini anlamalari veya bunun farkinda olmalari
onemlidir. Bu nedenle, matematiksel ispata nigin gerek duyuldugu ve bu ispatlarin
matematigin 6grenimindeki ve anlasiimasindaki roli o6grencilere gosterilmelidir. Bu
kapsamda, matematiksel ispatlarin yapilis amaci asagidaki gibi doért baslik altinda
toplanabilir. Bunlar: a) Heuristik ispat, b) Aciklayici ispat, c) Kesfedici ispat ve d)
Gorsel ispattir.

a) Heuristik ispat: Bazi matematikgciler, sadece akil yiiriitme Uzerine degil ayni
zamanda dogrulama Uzerine de odaklanan timdengelimsel ispatlarin uzun uzadiya
ogretilmesine ihtiya¢ olmadigini belirtmektedirler. Bu matematikgilere gore, heuristik
teknikler (6rnedin, tahmine ve sezgiye dayali dogrulamalar), 6grencinin zihinsel
yapisiyla daha uyumludur ve dogrulama surecinde formel ispattan daha kullanighdir.
Zira, matematiksel ispatlarin o6grenimi belli bir sira halinde goérunurde
gerceklesmekte, ezbere olmaktan oteye gitmemekte ve herhangi bir egitimsel deger
icermemektedir. Bu nedenle, heuristik ispatta informel dogrulama, kesfetme,
arastirma ve sezginin kullanimi formel ispattan ¢ok daha fazla egitimsel rol
Ustlenmektedir (Hanna, 2000a). Ornegin, asagidaki gibi bir senaryo heuristik ispatin
nasil kullanilacagina yonelik bir fikir verebilir:

Senaryo: Ali ve Huseyin, farkh Gg¢genler gizdiler ve her bir Gg¢genin i¢ agilarinin
Olcllerinin toplamini Olgtiler. Her ikisi de, butin Uggenler igin bu toplamin 180°
oldugunu kesfettiler. Ali ve Huseyin, bu durumun bir rastlanti olmadigindan 6grenme
sureci icinde emin oldular. Ali ve Huseyin’in varsayimi: “Herhangi bir tGg¢gende,
Gggenin i¢ acilarinin olgllerinin toplami 180° dir.” seklindedir. Bu sekilde, 6grenciler
sezgisel bir yaklasimla bir (ggende, li¢genin i¢ agilarinin dlgdlerinin toplaminin 180°

oldugunu ispatladilar (Reis ve Renkl, 2002).

b) Aciklayici Ispat: Matematikte ispatin temel fonksiyonu, ©nermelerin
dogrulugunu gdstermektir. ispatin diger fonksiyonlarindan biri de verilen dnermeleri
aciklamak veya acikliga kavusturmaktir. En iyi ispat, sadece bir teoremin
dogrulugunu gosteren degil ayni zamanda teoremin anlasiimasina da yardim eden
ispattir. Bu tur ispat, ¢ok daha ikna edicidir ve dolayisiyla matematik toplumu
tarafindan da daha kolay kabul edilmektedirler. Aciklayici ispat, eski Cin

matematikgilerine kadar uzanmaktadir. Yunanlh matematikgiler tarafindan gelistirilen
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aksiyomlar, Cin’e ulasincaya kadar Cinli matematikgiler timdengelimsel ispatla
ilgilenmemigler, bir ispatin daha c¢ok aciklayicihgr ve ikna ediciligi Uzerine
odaklanmiglardir. Bu aciklama ve ikna etmeye yonelik ispatlar ise argumanlarin
heuristik akil yUratmenin ve soOzsUz ispat olarak bilinen sekillerin pargalara
ayrilmasinin dengeli bir kullanimdan olusmustur (Hanna, 2000b). Bu ¢esit ispatin en
bilinen 6rnegi, parcalara ayrilmis kareleri kullanarak M.S. Ill. ylzyilda Liu Hui

tarafindan yapilan Pisagor Teoremi’nin ispatidir (bkz. Sekil 1).

y

Sekil 1. Pisagor Teoremi’nin ispati (Nelsen, 2000, s. 4)

c) Kesfedici Ispat: Dinamik yazilim programlarinin matematik derslerinde
kullaniimasiyla, matematiksel kesifler 6zellikle de geometri 6gretiminde hizli bir ivme
kazanmigtir. Geometer's Sketchpad, Cabri ve Sketchpad gibi dinamik yazilim
programlari, ogrencilerin yuksek duzeyde dogruluk derecesine sahip geometrik
cizimler yapabilmelerine imkan vererek, matematiksel ifadeleri ve ©Onermeleri
anlamalarina yardimci olmustur. Ancak; buradaki kesfin, ispatin yerini almasina
gerek yoktur ve her ikisi birlikte de kullanilabilir. Fakat bu yeni bir durum degildir. Zira
kesif, bilgisayarlar icat edilmeden 6nce de matematigin 6nemli bir yuzi olmus,
geleneksel olarak ispatin merkezi rollyle ve bir analitiksel bilim olarak matematigin
bakisiyla tutarsizlik gostermemigstir. Hatta, kesif ve ispat birbirlerinin tamamlayicisi
olmustur. Ornegin; bir 6grenci, “herhangi bir licgende, (i¢c kenarin orta dikmeleri bir
noktada kesigir” teoremini ispatlamak istemektedir. Ogrenci, bunun igin bir kagida bir
ucgen ve uggenin U¢ orta dikmesini gizer ve bunun dogru oldugunu gdsterebilir.
Fakat bu cizim igin, Cabri, GeoGebra, Geometer’s Sketchpad vb. dinamik yazilim
programlari énemli avantajlar saglayabilir. Bu dinamik yazilimlar, &gdrencilere
ucgende bir noktayl kavramalarina ve ekran Uzerinde ug¢genin yerini degistirmelerine

imkan verirler. Bu sekilde, orta dikmeler surekli olarak dogru bir sekilde yeniden
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cgizilebilir (bkz. Sekil 2). Bu durum, 6grencilerin Ug orta dikmenin her defasinda bir tek
noktada kesistigini (cevrel cemberin merkezi) anlamalarina yardimci olabilir (Hanna,
2002).

.«'(H_J‘w-'?;l‘;
A
; L

Fa L

Sekil 2. Cevrel Cemberin Merkezi
d) Goérsel Ispat: Gorsel temsiller, sadece matematiksel ifade ve 6nermeler igin
bir delil olarak degil ayni zamanda matematiksel ifade ve 6nermelerin dogrulanmasi
icin de kullanilabilirler. Bu baglamda, matematiksel kavramlarin anlasiimasini
kolaylastirmak amaciyla grafik ve baska goérsel temsillerden yararlanilabilir. Buna
gore; grafik ve gorsel temsiller, bir matematiksel ifadenin ve 6nermenin temel bir
0gesi olarak kabul edilebilir ve matematik mufredatlarinin temel bilesenleri olarak da

disunulebilir (Hanna, 2000b). Ornegdin, n21 tam sayisi icin ilk n ardisik tam sayinin

toplaminin tn=1+2+...+n=@ oldugu Sekil 3’'te verilen gorsel ispat ile
gOsterilebilir.
LLLLLeo
CLLLCLu
LG
ot 4

Sekil 3. 7'den n’ye kadar n tane ardigik tam sayinin toplaminin gérsel ispati
(Alsina & Nelsen, 2010, s. 120)
Sekil 3’teki gri toplar, 1’den n’ye kadar olan tam sayilari géstersin. Bu ifadeyi, bir

dikdortgene tamamladigimizda n tane satir ve (n+1)tane sutun olusur. Buna gore,

bu dikdortgenin alaninin yarisi 1’den n’ye kadar n tane ardisik tam sayinin toplamini

_N+D o1de edilir.

verir. Buradan t, =1+2+...+n
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Bilgisayarla ispat Yapma

Matematiksel ispat, insanoglunun en buyuk zihinsel basarilarindan birisidir ve
insanoglunun yapabilecedi en derin, en karmasik ve en gug¢li argumanlar
icermektedir. Matematiksel ispat, son yarim yuzyila kadar matematikgilerin insani
ugrasilarina dayali olmus ve matematikgilerin 6zel korumasi altinda kalmistir (Bundy,
2008). Matematigin tarihi ele alindigi zaman, ispatin 6grenimi ve 6gretimi tGzerindeki
arastirmalarda genellikle bu standart bakis kastedilmis ve bu bakisin ispat
arastirmalari ve 6grenimi Uzerindeki etkisinden bahsedilmigtir (Reid ve Knipping,
2010). Ancak, Doért-Renk Teoremi” gibi uzun yillar ispatlanamayan bazi teoremlerin
ispatinda Dbilgisayarlarin kullanilmasi bu bakigin degismesine neden olmustur.
Bilgisayarlarin, matematiksel ispatlarda kullaniimasi matematikgiler arasinda teorik
ve felsefi farkh géris ayriliklarinin olusmasina yol agmistir. Ornegin, “Bilgisayarlarin
veya sistemi olusturanlarin bir hata yapip yapmadigindan nasil emin olunabilir?”,
“Bilgisayarli ispatlar, geleneksel kagit-kalem ispatlarindan farkli midir?”, “Bu ispatlar,
matematigin estetik yonunin yok olmasina neden olur mu?” vb. (Sangalli, 1991)
sorular bunlara ornek gosterilebilir. Bu tur tartismalar, bilgisayarin matematiksel
ispatlarda kullaniimasiyla ilgili olarak iki farkli yaklagimin ortaya ¢ikmasina neden
olmustur. Bunlar:

i) Bilgisayarlar yardimiyla matematiksel ispat yapilabilir: Matematiksel
Onermelerin ve teoremlerin ispati i¢in bilgisayarlarin kullanilmasi, matematik toplumu
icin aslinda geleneksel olmayan bir yoldur. Fakat, matematik toplumuna hakim olan
Aristo mantigi, matematiksel dnermelerin dogruluguna ya da yanligligina karar verme
noktasinda surekli olarak takip edilmesi gereken bir yol olarak goérulmemelidir. Bu
nedenle bu yaklagima gore, matematiksel Onermelerin gecerligi ve yanhghgi
bilgisayarlar araciligiyla kontrol edilebilir (Hersch, 1997). Bu goruse gore,
matematikteki deneysel akil yurtitme igin 6nerilen bu yeni rol bir alternatiftir ve bazi
durumlarda da uygulanmasi zorunludur. Bu alternatif bakis, ¢cok uzun ve karmasik
ispatlarin varligindan etkilenilerek onerilmigtir. Bilgisayar destekli ispata iliskin en
meshur 6rnek, Apel ve Haken tarafindan 1976 yilinda bilgisayarlar yardimiyla yapilan

Dort-Renk Teoremi’'nin ispatidir. Bu teoremin ispatina iliskin, Appel ve Haken

* Dort-Renk Teoremi: Diizlemde (veya bir kiirenin yiizeyinde) ¢izilen herhangi bir haritanin
bolgeleri, komsu bolgeler farkli renkler olacak sekilde dort renk ile boyanabilir mi? (D’ Angelo &West,
2000, s.193).
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tarafindan 1936 farkli 6zel durumun bilgisayarlarda analizi yapilmis ve bu analizler
alanin uzmanlari tarafindan kabul edilmistir (Benson, 2000).

ii) Bilgisayarlar, matematikte ispatin merkezi roliine zarar verir: Geleneksel
olarak matematik kitaplarinda teoremler ve ispatlari, Platonist felsefeyi temel alan
timdengelimli  bir yaklasimla sunulmaktadir. Buna karsin; bilgisayarlarin,
matematiksel ispatlarda kullaniimasi bir ispat olarak nitelenenlerin ne oldugu kadar,
matematikte ispatin 6nemi ve rolu hakkinda da tartigmalar yapimasina neden
olmustur (Hersch, 1997). Zira bilgisayarlarla yapilan ispat, matematiksel ispat igin
yaygin olarak kabul edilen adim adim ilerleme suirecini dislamaktadir. Bu durum,
matematiksel dogrulama igin benimsenen uygun standartlarin gergekten bir ispat
olup olmadigina iligkin sorulari da beraberinde getirmigtir (Detlefsen, 2008). Bu
nedenle, mekanigin onde gelen isimlerinden birisi olan Clifford Truesdell,
bilgisayarlarla yapilan ispati, tehdit edici ve sevimsiz olarak nitelemigtir. Bazi
matematikciler de, Dort-Renk Teoremi’nin ispatinin bilgisayarla yapiimasina siddetle
itiraz etmisler ve bu tur bir ispatin bir matematiksel durum igermedigini aksine sadece
bilgisayarlarin calisma ilkelerine, algoritmalarina ve sureclerine inanmayi gerekli
kildigini belirtmislerdir. Bu durumun ise ispatin geleneksel kavramini ihlal ettigini 6ne
surmusler ve bilgisayarlar araciligiyla yapilan bu gesit ispatlara “Bu bir ispat degildir!”
seklinde alayci bir yaklasim sergilemislerdir (Hersch, 1997; s. 28). Bu nedenle, Apel
ve Haken, DOrt-Renk Teoremi’'nin ispatinda mumkudn olan buttn olasiliklar bilgisayar
yardimiyla test etmesine ve buradaki ispat sureci mantiksal c¢ikarimlara uygun
olmasina ragmen birgok matematikgi, bilgisayarla yapilan bu ispatta bazi ince hatalar
yapllabileceginden hareketle bu ispat c¢esidine slUpheyle yaklasmistir. Zira
bilgisayarla yapilan bir ispatta, ispatin nasil ¢alistigini gosteren mantiksal suregler ve
bu suregler icindeki uyum tespit edilememektedir (Tall, 2002). Ayrica, bu teoremin
ispati  oldukga uzun hesaplamalar gerektirmektedir ve bir insan tarafindan
dogrulanmasi mumkun degildir. Diger taraftan, bilgisayar ve bilgisayar programlari da
yanilabilir. Fakat matematikgiler, mevcut sartlara gore daha fazlasi yapilamayan ve
bu sekilde ispatlanan énermeleri kabul etmek zorunda kalmistir (Hanna, 2007).
Matematiksel ispat Semalar

ispatin  okul matematigindeki bir roll, verilen bir iddianin dogrulugunun
gOsterilmesidir. Ayrica ispat, 6grencilerin dnceden bildigi sonuglarin dogrulugunu ve
bu sonuglarin neden dogru oldugunun gosteriimesinde de kullaniimaktadir. Bu

anlamda ispat, matematiksel bilginin olusumunda énemli bir isleve sahiptir. ispat
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yapma surecinde 6grenci denemeler yaparak kesfetme strecine girer, matematigin
estetik yonunun farkina varir ve analitik disinme becerilerini gelistirebilir. Yukarida
ifade edilen ispatin bu rolleri aslinda ispatin fonksiyonlarina isaret etmektedir. Cunku
okul matematiginde yer alan ispatlar verilen bir iddianin sistematik bir sekilde
dogrulanmasini, nigin dogru oldugunun gdsterilmesini ve bu surecte cesitli kesiflerin
yapilmasini icermektedir. ispatlama siirecinde kullanilan yéntemler, égrencinin konu
hakkindaki dugunce yapilarini ortaya koymaktadir. Harel ve Sowder (1998, 2007), bu
dusunce yapilarini ispat semalari olarak isimlendirmigtir. Harel ve Sowder'e (1998,
2007) gore, farkh kultir, zaman ve kosullarda yasayan o&grenciler/bireyler,
matematiksel bir ifade ve dnermeye yonelik durumu belirleme ve ikna olma/etme
sureglerine iligkin supheleri ortadan kaldirmak igin farkli yontemler kullanabilirler.
Buna gore; bir kisinin ispat semasi, kisinin bir matematiksel duruma yodnelik hangi
durumlari/faktorleri belirlemesi gerektigine ve bu belirledigi faktorlere/durumlara ikna
olmasina/etmesine iliskin kavramlari icermektedir. Bu baglamda, Harel ve Sowder
(1998) tarafindan ispat semalarina yonelik tg¢ kategori dnerilmistir (bkz. Sekil 4). Bu
semalar, birbirlerinden bagimsiz degildir ve o6grenciler/bireyler ayni anda bu
semalarin birden fazlasina sahip olabilirler. Bu ispat semalarinin her biri,
ogrencilerin/bireylerin matematiksel gelisimlerindeki ve ispatlama sureglerindeki
davranislarinin gézlemlenmesinden ¢ikarilan bir bilissel basamagi, bir zihinsel beceri
ve yetenegi ifade etmektedir. Bu U¢ ispat semasi, dissal ispat semasi, deneysel ispat

semasi ve analitik ispat semasidir. Bu semalara iliskin 6zet agiklamalar asagidadir:
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Cissal isoatSermalan

Ritiiel is pat emasi | | Otoriterispat Semasi | | Zembaolikis pat femasi

Ceneysel IspatSemalan

Tiimewvarims al is pat §emasi | | Sexgis el ispat femasi

Analitik spatSernalan

T

| Diiniigiims el is pat §emas! | | Abksiyomatikis pat §emas: |
i;sellqtirilm'q ispnt fz- i;sellqtirilm'q Kethye: isF:lt Serpial Yapeal ispnt Sermas) Alxipam Kurma
Sermasi Emt S=rmas: Sermasi A= ipe matik EFnt Emt S=rms:
kerikel Bt Genel [Gzel bir ‘apeal bt
Se=rmasi iperikt=] Emt =rmas Sermasi

.

Uzam=al

Sekil 4. ispat Semalari (Harel & Sowder. 1998. s. 245)

1) Digsal ispat Semasi: Bu ispat semasindaki 6grenciler, matematikte
ogrendikleri kavramlarin dogrulugunu kitap, 6gretmen veya baska insanlar gibi dig
etmenlere dayandirirlar. Digsal ispat semasindaki 6grenciler, matematiksel bir
ifadenin gegerligini tanimlamak igin digsal bir otoriteye guvenir. Bu durum,
ogrencilerin matematiksel kavramlarin 6greniminde olumsuz etkiye neden olabilir.
Ogrenciler, problemleri gdzmek igin sadece formiilleri takip ettikleri zaman, kesfetme
yerine kurallarin ezberlenmesini ogrenirler. Ayrica; bilginin kaynaginin sadece
ogretmen oldugu durumlarda, 6grencilerin matematige yonelik elestirel digtunmeleri
ve matematige yonelik glvenleri de fazla gelismez. Bu 6grenme aliskanliklarinin,
dissal ispat gsemalarinin formel yapisindan kaynaklandigi dusunudlmektedir. Digsal
ispat semasi, kendi iginde Ug¢ alt kategoriye ayrilir. Bunlar: Ritlel, otoriter ve sembolik

ispat semalaridir.
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) Ritiiel ispat Semasi: Ogrenciler, bir matematiksel ifadenin ve 6nermenin
dogrulugundan ziyade gorunusunden etkilenirler. Kisacasi, verilen bir matematiksel
ifadenin ve Onermenin ispatinda, daha Onceden bildikleri herhangi bir sembolik
ifadenin veya formualin olmamasi, 6grenciler agisindan bu matematiksel ifadenin
gecerli olup olmadigina ve ispata benzemedigine ydnelik bir siphenin olusmasina
neden olabilir. Bu semadaki 6grenciler, iddianin dogrulugunu akil yurtterek degil
onceden égrendikleri dogrulari 6ne sirerek géstermeye calisirlar. ispatla ilgili siklikla
tekrarlanan bir islemsel sablonu ezberleyen ve ispat slrecini bu sablona goére
bicimlendiren ddrenci bu ispat semasina sahiptir. Universite dgrencilerinin, lisede cift
kolonlu ispat formatini gordikleri i¢in ispat olarak sadece bu ispat formatini kabul
etmeleri buna 6rnek olarak verilebilir (Harel ve Sowder, 1998).

i) Otoriter ispat Semasi: Ogrenciler, matematigi icsel dogrulama gerektirmeyen
bir ders olarak gortrler. Ogrenciler icin bir ispata ikna olmada ispatin yapilisina iligkin
sorulardan ziyade 6gretmenin sdyledigi bir s6z veya ders kitaplarinda bulunan bir
ifade daha 6nemli olabilir. Bu semadaki 6grenciler, verilen teoremin, ispatin veya
formulin neden dogru oldugunu sorgulamazlar. Clnku; teoremin, ispatin ve formulin
bir kitapta yer almasi veya 6gretmen tarafindan sunulmasi égrenciler igin yeterlidir
(Harel ve Sowder, 1998).

i) Sembolik ispat Semasi: Sembolik mantik aracihigiyla ispatlanan bir
matematiksel ifade ve Onermenin semasini ifade etmektedir. Sembolik mantigin
temel Ozelligi, verilen problemin ilk olarak anlamini kavramadan, yani problem
durumunun birbiriyle iligkili kavramlarini dikkate almadan problemin ¢6zimuine
odaklaniimasidir. Bu ispat semasina sahip olan 6grenciler, cogunlukla matematiksel
terim ve sembollerin anlamini tam olarak bilmediklerinden dolayi, matematiksel

sembol, tanim ve iglemleri anlamlarindan uzak ve hatali olarak kullanirlar. (")rnegjin,

2°.2% = 4" veya sin(x+y) =sinx+siny vb. (Harel ve Sowder, 1998).

2) Deneysel ispat Semasi: Bu tir ispat semasinda; duyussal birikimler veya
fiziksel olgularin etkisiyle incelenen 6nermeler ve varsayimlar gegerli olabilir, supheli
gérulebilir veya ret edilebilir. Bu ispat semasinin iki c¢esidi vardir. Bunlar:
Tdmevarimsal ispat semasi ve algisal ispat semasidir.

i) Timevarimsal ispat Semasi: Bu ispat semasi, érnekler tzerine kurulu olup

ispatlar genellikle 6rneklere dayandiriimaktadir.  Ogrenciler, niceliksel  bir
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degerlendirmeyle bir veya daha fazla 6zel durum igin bir nermenin ve varsayimin
dogrulugu hakkinda kendilerini ve bagskalarini ikna etmeye c¢alisirlar. Yani, ispat
surecinde uzerinde calisilan kimenin sinirli sayidaki elemani i¢cin dogrulama yapan
bir 6grenci buradan elde ettigi ¢ikarimla kiimenin tUmu i¢in bir genellemeye varabilir.
b) Sezgisel Ispat Semasi: Ogrenciler, basit gizimler veya sezgileri yardimiyla
iddianin dogrulugunu agiklamaya c¢alisirlar. Bu ispat semasindaki ogrenciler,
hisleriyle bir durumun dogru oldugunu sezebilirler ancak burada gugclu bir delil ortaya

koyamazlar.

3) Analitik Ispat Semasi: Bu ispat semasi, timdengelimci ispat semasi olarak
da ele alinabilir (Harel ve Sowder, 2007) ve mantiksal timdengelimci araclarla
varsayimlarin gecerligini belirlemeyi ifade eder. Donugumsel ispat semasi ve
aksiyomatik ispat semasi olmak Uzere iki alt kategorisi vardir.

i) Déniisiimsel ispat Semasi: Dénlisiime dayali gézlemler, nesneler Uzerinde
islemleri ve iglemlerin sonuglarinin tahmini igerir. Bu islemler, amag¢ egilimlidir ve
belirli degistirilemez iligkilerin terk edilmesi amaciyla gergeklestirilir. Fakat bir degisim
oldugu zaman, gozlemci bu degisimi tahmin etmeye ve degisimi telafi edebilecek
islemleri uygulamaya calisir. Bu semaya sahip 6grenciler, 6zel ornekler yerine
degiskenler ve olusumlar Uzerinde yapilan 6zel degisikler sonucu genellemelere
ulasabilirler. Bu semadaki 6grenciler, ispatlama surecinde hem tumevarimsal hem de
tumdengelimli muhakeme surecini kullanirlar. Donugumsel ispat semasi da, kendi
icinde Ug alt ispat semasina ayrilir. Bunlar:

i1) i¢sellestirilmis ispat Semasi: Bu ispat semasi; varsayimlari, bir heuristik ispat
yonteminin i¢ine olgulara donusturerek entegre etmeye ¢alisan donugume dayali bir
ispat semasidir.

i2) Oz-igsellestiriimis Ispat Semasi (Matematiksel Tiimevarim Durumu): Bu
ispat semasi; 6grencilerin sahip olduklari ispat semalarinin farkina varmalarini ve
tizerinde derinlemesine diisiinmelerini saglar. ispat semasina iligskin farkindalik ise
genellikle 6grencilerin diger ogrencilerle semayi tanimladiklarinda, baska semalarla
kargilastirdiklarinda veya bu semaya iliskin ornekleri
kullanabildiklerinde/kullanamadiklarinda gézlemlenebilir.

i3) Kisitlayici ispat Semasi: Bazi ddrenciler, lizerinde calisilan énermenin ve
varsayimin igerigi, dogrulama sureglerinin genellenmesi veya dogrulama

sureglerindeki belirli kisitlamalara iliskin donisimsel dusinme yetenegine sahip
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olabilirler. Buna gore, bu kisitlamalarin her birini igeren bir donustimsel ispat semasi,
kisitlayici ispat semasi olarak adlandirilir ve kisitlamanin gesidine bagl olarak,
icerige dayali, genel (6zel bir icerikte) ve yapisal ispat semalari olmak Uzere ug¢ alt
kategoride ele alinabilir.

ii) Aksiyomatik ispat Semasi: Ogrenciler, bir matematiksel ifadenin ve
onermenin dogrulama sureclerini kismen anlamaya basladiklari zaman, tanimsiz
terimlerin ve aksiyomlarin kdkenlerini ve ozelliklerini arastirmalidirlar. Bu semaya
sahip ogrenciler, dogrulama surecinde aksiyomatik sisteme dikkat ederler ve
timdengelimli ¢ikarimlar gergeklestirerek formel bir ispat ortaya koyarlar. Bu
duzeydeki ogrenciler, aksiyomatik ispat semasina sahip oOgrenciler olarak
dusunulebilir. Aksiyomatik ispat semasi da Ug alt ispat semasina ayrilir.

iil) Sezgisel-Aksiyomatik Ispat Semasi: Ogrencilerin, nokta ve dogru gibi
tanimsiz terimler, kare ve ¢cember gibi tanimli terimler, aksiyomlar ve teoremler vb.
arasindaki farkliliklari bilmesi ve aralarindaki iliskileri aciklamasi durumudur.

ii2) Yapisal Ispat Semasi: Bu ispat semasi, aksiyomlarin bir toplulugunun
karakterize ettigi ortak bir yapiyr anlayabilmek igin farkli durumlara iliskin teoremlerin
ve varsayimlarin dusunulmesini igerir.

ii3) Aksiyom Kurma ispat Semasi: Yapisal ispat semasi, aksiyom kurma semasi
icin bir biligsel on gerekliliktir. Bu semaya sahip ogrenciler, belirli bir alanda
aksiyomlar olusturabilir ve aksiyomlar kimesinin gesitliligini arastirabilirler.

Matematiksel akil yaratmenin temelinde analitik ispat semalari bulundugundan
dolayl, &grencilerin digssal ve deneysel ispat semalarini kullanmalari ¢ok fazla
istenilmemektedir. Bunun yaninda, bu iki semanin kullanilmasinin olumlu ydnleri de
bulunmaktadir. Digsal ispat semalarindan otorite ispat semalari 6zellikle 6grencilerin
bilmedigi bir konuda érnekleme yapmalarinda kullanilabilir. Bunun yaninda, deneysel
ispat semalari da konuyla ilgili 6rnek ve aksi-drneklerin 6grencilerin dustncelerinin
ortaya ¢ikarilmasinda etkilidir. Analitik ispat semalari ise bu iki semaya gore daha Ust
diuzey ispat semalari olup, 6grencilerin daha fazla kullanmalari beklenilen semalardir.
Ulkemizde yapilan calismalarda ispat semalarinin sinif diizeyiyle iligkili oldugu ve
sinif dlzeyi arttikga ispat semalarindan en Ust dlzey olan analitik ispat semalarina
dogru bir artisin oldugu (bkz. iskenderoglu, 2010; iskenderoglu Aydogdu ve Baki,
2011) belirlenmistir. Bunun yaninda, bazi ¢alismalarda (bkz. Sari, Altun, ve Askar,
2007; Uygan, Tanigh ve Kose, 2014) ise ulkemizdeki 6gretmen adaylarinin ispat

semalarinin daha ¢ok digsal ve deneysel oldugu da tespit edilmistir.
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2005 yilindan itibaren matematik 6gretim programlarimizda yer alan akil
yuratme, elestirel disinme, problem ¢6zme, c¢ikarim yapma gibi birgcok ust duzey
becerinin gelistiriimesi, programlarin temel hedefleri arasindadir. Bu becerinin
geligtiriimesinde oOgrencinin 6grenme surecine aktif olarak katilmasi 6nemlidir.
Geleneksel siniflarda matematik konularinin 6gretiminde; 6gretmenler, dgdrencilerin
matematiksel ispatlari kendilerinin olusturmalarina veya sorgulamalarina firsat
vermeden dogrudan ogrencilere sunmaktadir. Bu durum, ogrencilerin 6grenme
surecinde pasif alici konumunda olmasina neden olmaktadir. Oysa ispatlar ve
teoremler, matematik yapmanin bir pargasidir (Harel ve Sowder, 1998). Ogrencilerin
ispat surecinde kullandiklari ispat gsemalari ise 06grencilerin dusuncelerini
yansittigindan dolayr ayni zamanda ogrencilerin kavram yanilgilarini da ortaya
koymaktadir. Bu baglamda, 6gretim programlari ile 6grencilerin ispatlama surecleri

ve ispat semalari arasinda yakin bir iligki vardir.
Matematik Miifredatlari ve ispat Kavrami

Matematiksel ispat kavraminin ogretimi ve anlagilmasi noktasinda, matematik
egditimcilerinin, matematik ogretmenlerinin ve matematik mufredatlarinin sorumlulugu
oldukca fazladir. Zira matematik egitimcileri ve ogretmenleri; 6grencilerin,
matematiksel ispatin rolinud ve amacini anlamasina yardimci olmak gibi énemli bir
yukumlulige sahipti. Bu nedenle matematik egitimcileri ve o6gretmenleri,
matematiksel ispat kavraminin egitim-6gretim ortamlarinin her kademesindeki
matematik mufredatlarinda farkl sekillerde ve diuzeylerde yer almasi igcin onculuk
etmelidir (Hanna vd., 2009). Zira matematiksel ispatlar araciligiyla 6grencilere bazi
egitimsel ve matematiksel degerler de kazandirilabilir. Bu degerlerden bazilari
sunlardir: (a) ispatlar, égrencilerin matematiksel kavramlari anlamasina ve gegcerli
mantiksal c¢ikarimlar sonucunda ulagilan sonuglara inanmalarina yardimci olur,
(b) ispatlar, bir kiltirel ve toplumsal miras olarak ele alinabilir ve égrenciler, bir
matematiksel ifade ve dnermenin ispatini yaparken kendilerini bu ispati yapan kisinin
yerine koyabilirler, (c) ispatlar, matematikgilerin ne yaptiklarini ortaya koyarken,
ogrenciler igin de matematikgilerin ne yaptiklarini gérme imkani saglarlar. Bu durum
ogrencilerin, matematige katki yapan uygarliklara, kultlrlere ve matematikgilere saygi
duymalarina neden olabilir, (d) Bazi ispatlar, estetik ve guzeldir. Bu tir ispatlar,
ogrencilerde estetik ve guzellik degerlerinin gelisimine katki saglayabilir ve (v)

ispatlar, 6grencilerin karakterlerinin (sabirli olma, I1srar etme vs.) gelisimine yardimci
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olabilir (Tucker, 1999). Matematiksel ispatlarin, gesitli egitim-6gretim kademelerine

gore incelenmesi ise asagidadir:

Okul Oncesinde ispat

Okul 6ncesi donemindeki cocuklar, matematiksel mantikta kullanilan araclarin
ve sureglerin coguna sahip olmamalarina ragmen, matematiksel sonuglari bulmak ve
bu sonuglarin dogruluguna ikna olmak igin kendi yontem ve yollarina sahiptirler. Bu
dlzeydeki gocuklar igin; mantigin, orintl tanima ve siniflama becerisi seklinde iki
temel elemani vardir. Cocuklar, daha &énceden kabul edilen olgulardaki
tumdengelimsel mantigin bazi kisa zincirlerini, delillerini ve algilamalarinin bir
birlesimini kullanabilirler. Kendi perspektiflerinden, mantiksal ve savunulabilir fikirler
One surebilir ve sonuglara ulasabilirler. Bu dizeydeki ¢ocuklar, érneklerden hareketle
genellemeler de yapabilirler. Bunun i¢in 6gretmenler, gocuklarin genelleme yapmaya
uygunluklarini test etmek igin oOrnekler ve aksi-ornekler vermelidirler (Ulusal
Matematik Ogretmenleri Konseyi (National Council of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2000).

ilkokul ve Ortaokul Diizeyinde ispat

ilkokulun (1- 4. siniflar) ézellikle 3. ve 4. siniflarindaki égrencilerin bircogu, bir
matematiksel ifade ve onermenin neyi icermesi gerektigine yonelik bir fikir sahibi
olmaya baslarlar. Bu duzeydeki dgrenciler, matematiksel iliskiler hakkinda fikirler
Uretebilir, bu fikirleri arastirabilirler ve ¢alismalarina dayali olarak g¢esitli matematiksel
argumanlar ileri surebilirler. Bu 0grencilerden, matematiksel etkinliklerini
dogrulamalari ve fikirlerini sunmalari beklenebilir. Bu duzeydeki ogrenciler igin,
onermelerin dogrulanmasi bir sure¢ icerisinde anlamlandirma ile gergeklesir. Bu
sekilde ogrenciler, matematiksel islem ve kavramlarin 6zelliklerini anlama ve
kavramlar ve iglemler arasindaki iliskileri gérme yetisi kazanirlar. Ancak bazen, bu
duzeydeki ogrencilerin matematiksel Ozellikler ve iligskiler hakkindaki fikirleri yanhsg
olabilir. Matematiksel mantik, herhangi bir seyin nigin dogru olmadigini anlamaya
calisir ve bu igerikte aksi-ornekler kullaniimaya baslanmaz. Bu yanlis fikirler,
matematiksel tartismalar ve kesifler icin dnemli firsatlar saglayabilir. Ornegin; bir
ogrenci, “Bir kesrin hem payl hem de paydasi, baska bir kesrin sirasiyla payi ve

paydasindan daha blyuk ise o zaman ilk kesir, ikinci kesirden daha buyuktur.”
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seklinde bir 6nerme soyleyebilir. Bu dnerme %ile% veya %ile% kesir ciftleri icin
dogrudur. Fakat bu dnerme Uzerinde dikkatli dusunuldigu zaman, ogrenciler burada
bir aksi-6rnek bulabilirler. Ornegin, % %’den bayuk degildir ve % %’den kuguktdr.

Bu durum, o6grencilerin 6zel 6rneklerden bir genellemeye ulasiimasinin her zaman
mumkdn olmadigini gérmelerine ve mevcut kavram yanilgilarinin tespit edilmesine
yardimci olabilir.

Ortaokuldaki 6grenciler ise matematiksel ifade ve 6nermeleri formile etmek
icin, tumdengelimli ve timevarima dayali mantigi kullanarak ve kendi 6nermelerini ve
fikirlerini ayrintili bir sekilde degerlendirerek, mantiksal becerilerini genisletebilir ve
kuvvetlendirebilirler. Bu duzeydeki 6grenciler; matematiksel ifade ve dnermelerini,
matematik 6gretmenlerine ve sinif arkadaslarina savunabilmelidirler. Bunun yaninda,
kendi 6grenme ortamlarinin digindaki kigilere de, kendi matematiksel ifade ve
Onermelerini tartisabilmelidirler. Bu duzeydeki o6grenciler, oOruntuler araciligiyla
matematiksel iliskileri arastirmak i¢in timevarima dayali mantigi da kullanabilirler. Bu
duzeydeki matematiksel argumanlar, matematiksel ispatlarla siklikla iligkilendirilen
bigimcilik (formalizm) yonunden eksiklikler gostermesine ragmen, ispatlarin; makul bir
fikir sunma, sunulan fikrin testi ve bagkalarinin degerlendirmesi igin iligkili mantiksal
aciklamalar yapabilmeyi igeren birgok énemli 6zelligine sahiptir.

Ulkemizde, 2005 yilinda yenilenen ilkdgretim Matematik (6,7 ve 8. Sinif) Dersi
Mufredat’'nda (Milli Egitim Bakanhgi [MEB], 2009), 6grencilerin matematik yaparken
akil yaratme becerilerinin gelistirilmesi i¢in ortamlar hazirlanmasi gerektigi tavsiye
edilmis ve bu baglamda &grencilere su becerilerin kazandirilimasi o6nerilmigtir:
“Ogrenme sirecinde akil ydritmeyi kullanir, yasantisinda, diger derslerde ve
matematikte akil yuritme becerisini kullanir, matematik 6grenirken genellemeler ve
cikarimlar yapar, matematikteki ve matematik digindaki ¢ikarimlarinin dogrulugunu
savunabilir, yaptigi ¢ikarimlarin, duygu ve disuncelerinin gegerliligini sorgular, akil
yuratmede 6z glven duyar ve akil yuratme ile ilgili olumlu duygu ve dusuncelere
sahip olur.” (s.17). ispat kavramindan ise &grencilerin matematik performanslarini
Olgcmek icin verilecek arastirma oOdevleri veya projeler kisminda “matematiksel
ispatlar” (s.109) basligi altinda bahsedilmistir. Bu baglamda; égrencilere, “Pythagoras
(Pisagor) bagintisinin farkl ispatlari ile ilgili arastirmalar yapiniz.” (s. 325) seklinde bir

arastirma 6devi veya proje verilmesi 6nerilmistir. Benzer sekilde, Ulkemizde en son
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yenilen Ortaokul Matematik Mufredat’'nda da (2013, s.V), édrencilerin akil yuaritme
becerilerinin gelistiriimesine vurgu yapiimig ve bu kapsamda dikkate alinmasi
gereken bazi goOstergeler Ozetlenmigtir. Bu gostergelerden bazilari, cikarimlarin
dogrulugunu ve gecerliligini savunma, mantikli genellemelerde ve c¢ikarimlarda
bulunma, bir matematiksel durumu analiz ederken matematiksel 6runta ve iligkileri

aciklama ve kullanmadir.
Lise Diizeyinde ispat

Matematik, yontem ve sonuglari dikkate alindiginda olgulardan ziyade
mantiksal ¢cikarimlara dayanir. Bir matematikgi, algiladigi iligkiyi agiklamaktan ziyade
kesinlige ulasmayl amaclar. Fen bilimlerinde, go6zlemin konusu genel anlamda
ispattan ziyade iligkileri agiklamaktir. Matematiksel dogruluk ise olgusalliktan ziyade
mantiksal suregleri Oonceler. Mantiksal dogruluk, kavramsal nitelikli oldugundan
icerige degdil bicime baghdir. Bu nedenle, matematiksel uygulamalar Ust dizey
disunme becerisi gerektirir. Matematiksel ¢alisma, kavram ve kavramsal yapilarin
ingasini ve bu insa icinde siniflandirma ve genelleme yapmaya yonelik calismalar
yapilmasini igerir. Bu siniflandirma ve genelleme yaklagimi ise tumevarim ve
tumdengelimci dustinme sureglerinin ifadesidir (MEB, 2005, s. 5-6). Bu baglamda;
lise duzeyindeki 6grenciler, ispat ve mantigin yontemlerine artan bir dizeyde sahip
olmali ve aciklamalarinin/énerilerinin  kabuli i¢cin daha gucli standartlar
belirlemelidirler. Bu dizey igin; mantik ve ispat, mufredatta belirli zamanlar veya
belirli konular igin yapilan belirli etkinlikler degildir. Aksine mantik ve ispat, ¢aligilan
ve dgrenilen konunun ne olduguna bakilmadan sinif tartigmalarinin surekli ve dogal
bir parcasi olmahdir. Matematiksel agidan etkili ve verimli sinif ortamlarinda,
ogrencilerden sonuglarini dogrulamalari ve bunlara iliskin agiklamalar yapmaklari
beklenmelidir. Bir matematik dersinde, “Ne yaptin?”, “Nasil buldun?” veya “Nigin bu
anlamhdir?” gibi sorularla karsilasan o6grenciler, dustncelerini agiklayabilmeli,
matematiksel mantigin yuksek kalitesi icin standartlar gelistirebilmeli ve 6grenmek
icin yeni yollar arayabilmelidirler. Bu duzeydeki 6grencilerden, ispat yontemlerini ve
tekniklerini kullanabilmeleri de beklenmektedir (NCTM, 2000). Bu baglamda,
Ulkemizde en son yenilenen Ortadgretim Matematik (9, 10, 11 ve 12. Siniflar) Dersi
Ogretim Programinda da, dgrencilerde gelistirimesi beklenen matematiksel siire¢
becerileri arasinda, matematiksel akil yaritme ve ispat yapma becerisi Uzerine vurgu

yapilmistir. Bu kapsamda; o6grencilere, matematiksel dogrulama surecinde
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timevarimi ve timdengelimci disinme yodntemlerini etkin olarak kullanabilme ve
matematiksel bir 6nermeyi ispatlama sirecinde en uygun ispat yontemini secebilme

becerisinin kazandiriimasi istenmistir (MEB, 2013; s.VIII).
Universite Diizeyinde ispat

Universite diizeyindeki ispatlar, hem o©nceki teoremleri ve formel tanimlari
kullanmaylr hem de anlama kadar uretici ve derin dugunme ile kavramayi da
icermelidir. ispatlar, daha énceki egitim-ogretim diizeylerinden ¢ok daha karmasik,
formel ve uzun olmalidir. Bu duzeydeki 6grencilerin, ispatlari anlamalari ve inga
edebilmeleri icin bazen acgik &dretilerle desteklenmeleri gerekebilir. Bu noktada
ogretmenler, 6grencilerin anlama duzeylerini degerlendirmenin bir araci olarak, daha
once bahsedilen ispat semalarini kullanabilirler. Fakat, Universite duzeyinde
ogrencilerin ispatlari nasil anladiklari ve insa ettiklerine iliskin birgcok soru da
cevaplanmayi beklemektedir (Hanna vd., 2009). Zira, Uuniversite dizeyindeki
matematik derslerinde matematiksel ispat kavrami merkezi bir konumda olmasina
ragmen, yapilan arastirmalar bu duzeydeki bazi 6grencilerin ispatin neyi igerdigini ve

nasil gelistirildigini anlamakta yetersiz kaldiklarina isaret etmektedir (Jones, 2000).

Sonug

Her cesit bilimsel arastirmada, yeterli delile dayanmayan higbir oneri, teori vb.
dogru olarak kabul edilmemektedir. Fen bilimleri gibi alanlarda bir iddianin
dogrulugunun kabulinde, deneyler veya sistematik gozlemler biyik bir 6neme sahip
iken matematikte durum biraz farklilasmaktadir. Matematikte, bir ifadenin ve
onermenin dogrulugunun gosterilmesi ve kabul edilmesindeki yegéane arag, bu
ifadenin ve Onermenin ispatlanmasidir. Matematiksel ispat, onermeler arasindaki
iligskilere dayanan mantiksal bir g¢ikarimdir. Yani matematiksel ispat, en genel
anlamda bir ifadenin ve 6nermenin dogrulugunun, dnceden bilinen bir veya daha
fazla o©nermeyle liskilendirilip mantiksal bir takim c¢ikarimlar yardimiyla
gOsterilmesidir. Bu nedenle ispat kavrami, ogrencilerin matematiksel dusinme
becerilerinin gelisiminde ve matematiksel bilgilerinin olusumunda 6nemli bir role
sahiptir. Bu baglamda; Ulkemizde yenilenen Matematik Dersi Ogretim
Programlari’'nda da ispat kavraminin Onemine vurgu yapimis ve matematik
ogretmenlerinden, oOgrencilerin farkli dusunme ve ispat yapma becerilerini

gelistirmelerine yardimci olacak etkinlikler sunmalari, farkli ispat tekniklerini
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ogretmeleri ve ispatlarin, matematikteki dnemine vurgu yapmalari istenmistir. Bu
baglamda; matematik derslerinde ispat kavraminin 6gretimine, mufredatlarin ve
ogretmenlerin bu suregteki rolinun belirlenmesine yonelik galismalar, arastiriimayi

bekleyen konular olarak burada durmaktadir.
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