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NEYMAN, POLYA-AEPPLI VE THOMAS DAGILIMLARININ
MOMENTLERI UZERINE BiR INCELEME

Gamze OZEL'
OZET

Neyman A, B tipi dagilimlar, Pclya-Aeppli ve Thomas dagilmlar:, hem
olasthk karaminda hem de biyoloji, sismoloji, risk kuram:, meteoroloji gibi
bircok uygulama alaminda Snem tagimakiadir. Bu dagilimiar iizerine birgok
caligma yapimasma kargin, olasihik forksiyonlaroun kapali bicimlerine
ulagilamamas: kullarmmlarin: da kasitlamakiadiy. Bu nedenle dagiimlara ait
merkezsel, merkezsel olmayan, fakidrivel momentler ve kiimiilantlar gibi
moment karakteristikleri dnem kazanmaktadir. Bu ¢alismada Neyman tipi
dagilimlar, Polya-deppli dagiimi ve Thomas dagivm acikdanmg;
dagilimiara ait merkezsel, merkezsel olmayan, fakidrivel momentler ve
kiimiilantlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: B tipi dafilinlar, Kiimillantlar, Momentler, Neyman A, P6lya-Aeppli dagzhm,
Thomas dafilmu, -
1. GIRiS

Neyman A, B tipi dagilimlar, (Neyman, 1939) tarafindan belirli bir alandaki
organizmalarin dafilimim aragtirmak; Pdlya-Aeppli (geometrik-Poisson) dagilinm bir
DNA ipligindeki hasarlarin dagilimi incelemek (Gudowska vd., 2007) ve Thomas
dagihm (Thomas, 1949) tarafindan belirli bir bolgedeki bitkilerin yayilmasim
belirlemek amaciyla tamimlanmigtir. Bu dagilmlar genellikle trafik kazalan,
¢evrebilimi, noropsikoloji, radyobiyoloji, kalite kontrolii ve telckominikasyonda
kullanmmaktadir (Chen vd., 2005), (Gudowska vd., 2007), (Meintanis, 2007), (Ozel vd.,
2010), (Randolph vd., 1995), (Robin, 2002). N, A parametresi ile Poisson dagilimina
sahip bir raslant1 degigkeni olsun ve ortaya gikan her olaya Y;, i=1,2,..,N ile gdsterilen
aym dagilimh, bafimsiz ve pozitif degerler alan raslanti de@iskenleri baglansin, Bu
raslant1 degfigkenleri N raslanti degigskeninden de bagimsiz olsunlar. Buna gére,

N

X=)'Y; ¢))

i=1
bigimindeki X raslanti degigkeni birlegik Poisson dagilimina sahiptir.

Ozel olarak, (1) esitliginde Y;, i=1,2,3.., raslanti degiskenleri Poisson dagihmh ise, X
raslant1 degiskeni Neyman A tipi dagilima; Y;, i=1,2.3,..., raslant1 degigkenleri ikiterimli
(binom} dagihimh ise, X raslanti degiskeni Neyman B tipi dagilma sahiptir. Benzer
bigimde, Y;, i=1,2,.., raslant1 degigkenleri geometrik dagilimh ise, X raslant1 degigkeni
Pélya-Aeppli dagihmuna ve Y, i=1,2,., raslant1 de@igkenleri kaydirilomg (shifted)
Poisson dagilimina sahip ise, X raslanti degiskeni Thomas dagihimna sahip olur.
Neyman A, B tipi dagilimlar, Pélya-Aeppli ve Thomas dagilimi {izerine birgok ¢aligma
yapilmasmna kargin, bu dagihmlarin olasilik fonksiyonlarimin kapali bigimlerine
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ulasilamamustir (Ozel, 2012). Bu nedenle, dagilimlarin merkezsel, merkezsel olmayan,
faktoriyel momentlerinin ve kiimiilantlarmin kullanilmas1 6énem kazanmaktadir. Bu
calismada Neyman tipi dagilimlar, Podlya-Aeppli dagilimi ve Thomas dagilimi
aciklanmis; dagilimlara ait merkezsel, merkezsel olmayan, faktoriyel momentler ve
ktimiilantlar elde edilmistir.

2. NEYMAN, POLYA-AEPPLI VE THOMAS DAGILIMLARI

N raslanti degiskeni A (L>0) parametresi ile Poisson dagilimma sahip olsun.
Yi(l), i=1,2,3,..., raslant1 degiskenleri v (v>0) parametresi ile Poisson dagiliml ise,
Neyman A tipi dagilmli X3 in olasilik fonksiyonu i¢in,

S A Ly ()
px,, (k) =P(Xq) ==Y e e nv (nV)

" s k=012 @)
n=0

esitligi; Yi(z), i=123,.., raslantt degiskenleri m ve p parametreleri ile ikiterimli
dagilimli ise, Neyman B tipi dagilimli X ,) *nin olasilik fonksiyonu igin,

o A" (nm) K
px,, ()=>e F[kjp A-p)"™ % o2 3)
n=0 )

esitligi ve Yi(3), i=1,2,3,..., raslanti degigkenleri 6 parametresi ile geometrik dagilima

sahip ise, Polya-Aeppli dagilimli X ; *tin olasilik fonksiyonu asafidaki gibi yazilabilir:

2 (k+n-1) oA
pxm(k)=2( ] je (1_e)kexg,k:0,l,2,... )

a>0 igin Yi(4), i=1,23.., raslanti degiskenleri py (j)= e %q il /G-D!, j=1,2,3,.
bigiminde verilen kaydirilmig Poisson dagilimli ise, Thomas dagilimli X 4, ’iin olasilik

fonksiyonu i¢in,

k n k-—n
_ 2 A —on (0n)
pX(4)(k)_Z(:)e T!e (k—n)' . k:n,n+1,n+2,... (5)
n=

esitligi yazilabilir. Ancak, (2), (3), (4) ve (5) esitliklerinden olasiliklara ulagsmak giictiir.
Panjer [8] tarafindan (1) esitligindeki N raslanti degiskeninin olasilik fonksiyonunun

A
pn(n) = PN (n—1), n=12,3.. iliskisini saglamasi durumunda birlesik Poisson
i
dagilimi i¢in py (0)=e PO ye py (k) =7wzzpy(i)px(k -1), k=1,2,3,. esitligi

i=1
elde edilmistir. Burada, py(y), Y;,i=123.., raslantt1 degiskenlerinin olasilik
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fonksiyonunu gostermektedir. Neyman tipi dagilimlar, Polya-Aeppli dagilimi ve
Thomas dagilimi i¢in Panjer esitlikleri de kullanilabilir. Ayrica px(k)=P(X=k),
k=0,1,2,..., olasiliklari, yinelemeli olasiliklara dayanmadan Ozel ve Inal (Ozel vd.,
2008) tarafindan ve Neyman A, B tipi dagilimlar, Polya-Aeppli dagilimi ve Thomas
dagilimmin olasilik fonksiyonlar1 Ozel ve Inal (Ozel vd., 2012) tarafindan elde
edilmistir.

3. NEYMAN, POLYA-AEPPLI VE THOMAS DAGILIMLARININ MOMENT
KARAKTERISTIiKLERI

Y;, i=1,2,.., aym dagiliml, bagimsiz, kesikli raslanti degiskenleri j=0,1,2,..,

degerlerini P(Y; =j)=p; olasiliklart ile alsin ve 2;=2xp; olsun. Buna gore, Y;, i=12,..,

raslanti1 degiskenlerinin moment c¢ikaran fonksiyonu My (s)=p, +pe’ +...+ pmeSm

bicimindedir. (1) esitligindeki birlesik Poisson dagilimli X r.d.’nin moment ¢ikaran
fonksiyonu,

M (s) = e MMy (5)-1]

k[(po +p|es+...+pmesm )71}
=¢C

Xp0+Xple5+...+Xpme5m -

=¢ €

_ e—k(l—po)ekles+7»2(es)2+...+km (e5)™ ©)

olur (Ozel vd., 2008). Burada, p, = P(Y; =0) olarak tanimldir.

Ozel olarak, Yi(r), i=1,2,3,..,r=1,2,3,4, raslanti degiskenleri sirasiyla Neyman A, B,
Polya-Aeppli ve Thomas dagilimina sahip olsun. (1) esitligindeki birlesik Poisson
dagilimmin merkezsel olmayan momentlerine ulagsmak i¢in Mx (s) 'nin k. tlirevi alinirsa,

k
L gk O M () 3
g =E[X"]= ook »k=12,... elde edilirr Buna goére, X raslanti
S
s=0

degiskeninin merkezsel olmayan momentleri asagidaki gibidir:

uy =Auy (D),
wh =y ) +(ny )
= (il () +30uy @)y (1)+ (Auly 3)): (7)

us

Burada, M'Y(k):E[Yk], Y;, 1=1,2,..., raslanti degiskenlerinin merkezsel olmayan

momentleridir. Neyman A, B, Pélya-Aeppli ve Thomas dagilimlarina ait baz1 merkezsel
olmayan momentler Tablo 1°de verilmistir:

TUIK, istatistik Arastirma Dergisi, Ozel Say1 2012
TurkStat, Journal of Statistical Research, Special Issue 2012



44

Gamze OZEL

Tablo 1. Neyman A, B, Pélya-Aeppli ve Thomas Dagilimina ait bazi merkezsel olmayan momentler

+7L(V+3V2 +v3)

+3[Am(m—1)p*](1+Amp)
+[Am(m—1)(m-2)p°]

Neyman A Neyman B Pélya-Aeppli Thomas
M v Amp AM1-0)/0 A1+ o)
(xmp)? + (Amp) [ra-0)/6]
; W)+ 2 A1+ o) +ra(2
M2 )T +AvEVT) +[Am(m - 1)p?] +[A(1-0)(2-0)/67] P+ @ 42040
, 3 5| ump)® +3(ump)? +(kmp) | [L(1-6)/6] +3(A(1-6)/6]
K3 ()4 3RV + V)] dau(l+ o) +Hot 222+ )

[AM(1-6)2-0)/67]
+[A(1-0)[6+6(6—6)]/6°]

(1) esitligindeki birlesik Poisson dagiliminin merkezsel momentlerine ulagsmak igin (6)

esitliginden yararlanarak

My (D)= e ™My (t) ’nin k. tiirevi aliirsa, py = E[(X-p)*]=

elde

edilen merkezsel

olur. Buna gore, X raslant1 degiskeninin merkezsel momentleri asagidaki gibidir:

up = [+apy (O]
uy =[u+any OF +auy (),
py =[u+apy OF +30py @fp+any O]+ iy 3),

moment ¢ikaran fonksiyon
*My_, (s)
— k=L
0s
s=0
®)

Neyman A, B, Polya-Aeppli ve Thomas dagilimlarina ait bazi merkezsel momentler
Tablo 2’de verilmistir:

Tablo 2. Neyman A, B, Pélya-Aeppli ve Thomas Dagilhimina ait bazi1 merkezsel momentler

+m(m-1)(m-2)p°)

Neyman A Neyman B Pélya-Aeppli Thomas
I (L+2Av) (1 + Amp) [u+2(1-6)/06] [L+A(1+a)]
wa| ey saan?y | i brr-0)0F | urrd+ ol +ra@+a)
+Mmp+m(m-1)p?) | +[A(1-0)2-0)/0%]
(+Amp)® +3A(u +Amp)| [u+4(1-6)/6] [+ A0+ o) +3p+A(+or)
w3 | @ v+ ) | (mp + m(m - 1)p?) +3{u+M(1-0)/6] M2 +a—1)+ 003 +502
FAEHN VD) +M(mp + 3m(m — 1)p? [.(1-6)2-6)/6°] +30-2)

+[A(1-0)[6+6(0—6)]/6°]

Y;, i=1,2,.., raslanti degiskenlerinin olasilik ¢ikaran fonksiyonu gy (s) ise, (1)
esitligindeki birlesik Poisson dagilimi igin kiimiilant ¢ikaran fonksiyon asagidaki gibi
elde edilmistir:

Cx(5)=M(po —D(pie® +pye™ +..4pye™)]
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Buradan p; =pr(Y)=E[Y'], Y,, i=12,.., raslanti degiskenlerinin merkezsel
olmayan momentleri olmak iizere, birlesik Poisson dagilimi i¢in kiimiilantlar asagidaki
gibi elde edilmistir:

Ky = Ay (10)

Neyman A, B dagilimlari, Pdlya-Aeppli ve Thomas dagilimina ait bazi kiimiilantlar
Tablo 3’te yer almaktadir:

Tablo 3. Neyman A, B, Polya-Aeppli ve Thomas Dagilimina ait bazi kiimiilantlar

Neyman A Neyman B Pélya-Aeppli Thomas
K, Av Amp M1-0)/0 Ma—1)
K, Av+v2] Amp +m(m —1)p°] A2 -0)(1-0)/0> Mo +o—1)

klmp +3m(m — l)p2 +

5 A(1—0)[6+(0-6)0]/6° Mo +50% +3a-2)
m(m—1)(m—-2)p ]

s A[v+3vZ +v3]

(1) esitligindeki birlesik Poisson dagilimimin faktdriyel momentlerine ulagmak i¢in

ak
gx(s) nin k. tirevi almirsa, Wx[k]=E[XX-1)..(X-(k-1)]= ag—)li(s) s k=12,..
s s=1

elde edilir. Buna gore, X raslant1 degiskeninin faktoriyel momentleri asagidaki gibi elde
edilmistir:

ux []=2auy 1],

nx[21= O’y [10)? + (ny [2])

wx[31= (o 1) + 30y 2000wy [1D)+ (uasty [31) (1)

Burada, py[r]=E[Y(Y-1).(Y-(r-1)], Y;, i=1,2,.., raslantt degiskenlerinin faktoriyel
momentleridir. Neyman A, B dagilimlar1, Pdlya-Aeppli ve Thomas dagilimina ait baz1
faktoriyel momentler Tablo 4’te yer almaktadir:

Tablo 4. Neyman A, B, Pélya-Aeppli ve Thomas Dagilimina ait bazi faktoriyel momentler

Neyman A Neyman B Pélya-Aeppli Thomas
Wi 1] v Amp M1-0)/0 M1+ a)
ui[2] (W) +Av (ump)* +[Am(m—1)p*] [M1-6)/6F +[M1-6)/6] [ra+ )P
X P P A+ )2+ o)
(Amp)° + 3[Am(m —1)p*] r1+o)f
_ _ 3 _ 2

W] | O 3007 40 (Amp) +[Am(m—1) [M1-0)/6] +3n(1-6)/6%] . +A1+ )2+ (x)]z

(m—2)p’] A1—-0)/68]+M(1-0)+A(1-6)*1/6" | +[A(1+ )2 + )
B+a)]
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4. SONUC

Neyman A, B tipi dagilimlarin, Pélya-Aeppli ve Thomas dagiliminin istatistiksel onemi
gercek hayatta kullanilabilmelerinden kaynaklanmaktadir. Neyman A, B tipi dagilimlar,
Polya-Aeppli ve Thomas dagilimi kullanilarak bir¢ok ¢alisma yapilmasina karsin, bu
dagilimlarin momentleri iizerine yapilan ¢aligmalar sinirlidir. Bu ¢alismada Neyman tipi
dagilimlar, agiklanmis; dagilimlara ait merkezsel, merkezsel olmayan, faktoriyel
momentler ve kiimiilantlar elde edilmistir. Boylece bu dagilimlarin cevrebilimi,
sismoloji, risk kurami, biyoloji vb. birgok alanda etkin bicimde kullanilabilmeleri
saglanabilir.
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AN INVESTIGATION ON THE MOMENTS OF NEYMAN,
POLYA-AEPPLI AND THOMAS DISTRIBUTIONS

ABSTRACT

Neyman type A, B distributions, Pdlya-Aeppli and Thomas distributions play
important roles both in probability theory itself and its applications in such as
biology, seismology, risk theory, and meteorology. Although there have been many
studies on these distributions, the non-existence of closed forms for their probability
functions restrict their usage. Hence, the moment characteristics of these
distributions, such as central, non-central, factorial moments and cumulants, play
an important role. In this study, Neyman type distributions, Podlya-Aeppli
distribution and Thomas distribution are explained; their central, non-central,
factorial moments and cumulants are derived.

Keywords: B distributions, Cumulants, Moments, Neyman type A, Pélya-Aeppli distribution,
Thomas distribution.
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