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Oz: Bu arastirmanin amaci, matematik 6gretmen adaylarinin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti kavrami
hakkinda sahip olduklari kavram bilgileri yardimi ile iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavramini nasil
vapilandirdiklarini arastirmak ve bu slregte soyutlamalarin ve genellemelerin nasil gelistigini tespit etmektir. Bu
amagla bir devlet Universitesinin matematik 6gretmenligi 1. ve 2. sinifinda 6grenim géren 37 6grenciye agik uglu
sorulardan olusan bir yazili anket uygulanmig, daha sonra aralarindan segilen 13 aday ile yari yapilandiriimis
gorusmeler yuritilmustir. Arastirma iki asamadan olusmaktadir. Arastirmanin amaci dogrultusunda 6nce adaylarin
tek degiskenli fonksiyonlarin, ikinci asamada ise adaylarin iki degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki kavram
imajlari ortaya konulmaya calisilmistir. Calismada adaylarin ilgili konular hakkinda edindikleri 3 kazanima iliskin
karsilagtirmalara yer verilmistir. Elde edilen bulgulara gore, adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki
bilgileri ile daha g¢ok genislemeye yoénelik genellemeler yaparak iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavramini
vapilandirdiklar, ancak yeniden yapilandirmaya yonelik genelleme gerektiren siireglerde yeterince basarili
olamadiklari gézlemlenmistir. Bu yiizden derslerde iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavrami islenirken 6zellikle
yeniden yapilandirmaya yonelik genelleme gerektiren kisimlar (izerinde yogunlasiimalidir.

Anahtar Kelimeler: Cok degiskenli fonksiyon, limit, genelleme, soyutlama

The Relations Between Concept Knowledge Related to the
Limits Concepts in One and Two Variables Functions of
Mathematics Teachers Candidates

Abstract: The purpose of this study is to research how limit concept of Functions of two variables are
structured via the help of concept information of the limit concept of single variable functions which candidates of
mathematics teachers have about and to determine how abstraction and generalization of the candidates
developed in this process. It is desired that the development of teaching the limit concept will be contributed as a
whole by determining the difficulties and obstacles of the candidates about the concept in subject. For this purpose,
a questionnaire which is composed of open-ended questions is applied to 37 students who are in 1st and 2nd class
of mathematics teachers discipline studying at the department of a State University’s of Science and Math, High
School Math Teacher Education Department; and afterwards semi-structured interviews were carried out with
some candidates. The research consists of two stages. Within the purpose of the research, first of all concept
images of the limit of single variable functions then double variable functions of the candidates have been arisen. In
this Article, the comparison results of 3 acquisitions were taken place which candidates have gained regarding the
related subjects. According to findings, it is observed that the candidates have structured the limit concept of
double variable functions mostly by making expansive generalizations; however they were not successful enough
which require reconstructive generalization processes.

Key Words: Multivariable functions, limit, generalization, abstraction
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1. GIRiS

Analizde verilerin yapisini ve fonksiyonlarin davranislarini ortaya koyarken kullanilan en
temel kavramlardan olan limit, matematiksel 6n 6grenmeleri Ust diizey olan 6grenciler icin bile
ogrenilmesi gli¢ olan bir kavram olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Yapilan arastirmalar, 6grencilerin
limit ve sureklilik kavramlarina iliskin gesitli kavram yanilgilarina sahip olduklarini ve bu
kavramlari 6grenirken zorluklar vyasadiklarini ortaya koymustur (Davis&Vinner, 1986;
Tall&Vinner, 1981; Cornu, 1991; Williams, 1991; Szydlik, 2000). Bunun sebeplerinden birini
Sanchez (1996), “tiirev ve integral kavramlarinin gelisiminde limit kavraminin ne denli 6nemli
oldugunun o6grenciler tarafindan fark edilememesi” olarak ifade etmektedir. Matematik
egitimcilerinin ¢alismalari limit kavraminin, 6grenciler tarafindan zor anlasilan, 6gretmenler
tarafindan ise ortaya konmasi zor olan bir kavram oldugunu gostermektedir (Sanchez,
1996’dan aktaran Bukova, 2006). Francis (1992), analiz derslerinde 6grencilerin genelde, bir
fonksiyonun bir noktadaki limitini sezgisel olarak anlamlandirdiklarini, buna karsilik 6zellikle
limitin formel tanimini anlamlandirmada zorluk yasadiklarini ortaya c¢ikarmistir. Hofe (1998),
limit kavraminin 6z olarak ne anlama geldiginin bilinmedigini, kavramsal anlamda sikintilarin
yasandigini ve ogrencilerin limiti zihinlerinde uygun bir sekilde yapilandirmadan, limit ile ilgili
islemleri yapabildiklerini ortaya koymaktadir.

Cok degiskenli fonksiyonlar konusu Universitelerin mihendislik, temel fen bilimleri,
matematik o6gretmenligi ve ekonomi gibi bolimlerde ele alinmakta ve bu boélimlerdeki
ogrencilerin ¢ogu bu konu ile ilk kez karsilasmaktadirlar. Genel itibariyle ¢ok degiskenli
fonksiyonlar matematigin diger birgok alani icin (Analiz, Karmasik Analiz, Fonksiyonel Analiz,
Geometri, Cebir vb.) zemin olusturmaktadir. Dolayisiyla, ¢cok degiskenli fonksiyonlarda limit
kavraminin 6grenilmesinde yasanabilecek bir takim sikintilar, bu kavramlar izerine insa edilen
diger kavramlarin dgrenilmesi siirecini olumsuz etkileyecektir. Ozellikle matematik 6gretmen
adaylarinin  fonksiyonlarin limiti ile ilgili uygun kavram imajlarinin olusmasinda veya
yapilandiriimasinda sadece tek degiskenli fonksiyonlarin kullaniimasinin yeterli olmadigi
soylenebilir.

Matematik egitimi arastirmacilari, 6zellikle Ust diizey matematigi anlama sureglerinin
bilesenlerini ve bunlarin birbirini etkilemesinin 6nemini fark etmislerdir (Dreyfus, 1989).
Dreyfus (1989) Ust diizey matematikte tanimlarin soyutlanmasina ve genellemelere daha fazla
odaklanmaya ihtiya¢ duyuldugunu ifade etmektedir. Soyutlama bilissel yapinin yeniden insasi
slrecidir, matematiksel yapilardan zihinsel yapilarin olusturulmasidir. Matematiksel nesneler
arasindaki iliski zihinde soyutlama faaliyeti ile kurulur. Soyutlama siireci genelleme ile yakindan
ilgilidir. Matematiksel genellemede bireysel bilgi yapisinin gelisimi s6z konusu iken, soyutlama
zihinsel yapinin yeniden kurulmasini gerektirir (Dreyfus, 1989). Harel ve Tall (1989)
matematiksel genelleme ve soyutlama sireglerini, siire¢ sonunda bireyin bilissel yapisinda
meydana gelen degisimlere gore kategorize etmislerdir. Buna gére Harel ve Tall (1989)
calismalarinda, 6grencilerin bilissel yapisini ve fikirlerini degistirmeden sadece genislemelerle
yapilan genellemeyi (expansive), 6te yandan var olan bilissel yapiy! yeniden yapilandirmayi
gerektiren genellemeyi ise (reconstructive) olarak tanimlamislardir.

Genisleterek vyapilan genelleme, kalabalik siniflar ile ilgilenmek gerektiginde
uygulanabilir, ¢linkl bu tlr genellemeler 6grencilerde ¢ok yogun bilissel degisim gerektirmez.
Ornegin 6grenciler iki degiskenli lineer denklem sistemlerinin ¢cd6ziimiinii bulma siirecini, tic ve
daha cok degiskenli lineer denklem sistemlerin ¢6ziimi igin genisletebilirler. Genisleterek
yapilan genelleme kolaydir, ¢linki iyi bilinen bir stire¢ daha genis bir baglama uygulanir. Bu tir
genelleme 6grencinin zihnini bilissel yapiyr degistirmeden soyutlama yapmaya go6tirr.
Ogrencilerin yurittiikleri  bilissel genisleme eylemlerinin  kendilerini bir genellemeye
goturdigiini fark etmeleri, bir soyutlama islemidir, bu tiirden soyutlamalara ¢ikarimsal
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(generic) soyutlama denir (Harel&Tall, 1989). Cikarimsal soyutlama daha ¢ok matematiksel
uygulamalarla ugrasanlar tarafindan yiritlilen bir zihinsel faaliyettir. Yapisal (formal)
soyutlama ise c¢ikarimsal soyutlamanin bir sonraki asamasi olup, bilissel yeniden yapilanma
gerektirir. Ornegin, bir takim girdi ve cikti verileri arasinda var olan bagintidan yola cikarak,
verilen baska girdilerin ¢iktilarinin neler olmasi gerektiginin tahmini fonksiyon fikrinin
Ogrencinin zihninde canlanmasini sagladig yapilan arastirmalarda ortaya ¢ikmistir (Harel&Tall,
1989). Bu siirecte 6grenci fonksiyon kavramini zihninde olustururken cikarimsal soyutlama
yapmis olur. Ancak bu durumdan hareketle 6grencinin 6zel fonksiyonlarin varligini kesfetmesi
ve Ozel fonksiyon érneklerinde gordigi ortak 6zellikleri kullanarak 6zel fonksiyonlar igin yeni
bir tanimlama yapmasi yapisal soyutlamaya bir érnek olarak verilebilir (Tall,1991). Bu baglamda
cok degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limiti kavrami, tek degiskenli fonksiyonlarin bir
noktadaki limiti kavraminin genisletilerek yapilan bir genellemesidir. Ayni genelleme ve
soyutlama tek degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limiti kavramindan yola cikarak cok
degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limiti kavramini yapilandirirken de s6z konusudur.

1.1.Arastirmanin Amaci ve Onemi

Bu arastirmanin amaci, matematik 6gretmen adaylarinin tek degiskenli fonksiyonlarin
limiti kavrami hakkinda sahip olduklari kavram bilgileri yardimi ile iki degiskenli fonksiyonlarin
limiti kavramini nasil yapilandirdiklarini arastirmak ve bu sirecte adaylarin ne tiir soyutlamalar
ve genellemeler yirittiklerini tespit etmektir.

Ozellikle matematik egitimi alan Universite 6grencileri lisedeki 6grenimleri boyunca
hep tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ile mesgul olmuslardir. Ogrencilerin cogu cok degiskenli
fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin limiti ve sirekliligi ile ylksekégrenimin ilk donemlerinde
tanisirlar. Bu ylzden oOgrencilerde var olan tek degiskenli fonksiyonlarda limit hakkindaki
kavram bilgilerindeki degisimin, soyutlamanin ve genellemelerin nasil gelistigini tespit etmek
onemlidir. Boylelikle 6grencilerin "limit kavramini" dogru yorumlayip, diger kavramlara gegiste
edindikleri yeni 6grenmeleri rahat bir sekilde kullanabilecekleri diisiinilmektedir (Bukova,
2006).

1.2.Arastirmanin Problemi

Bu c¢alismada belirtilen amag¢ dogrultusunda asagidaki arastirma sorularina cevap
aranmistir.

1. Matematik 6gretmen adaylar tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda sahip
olduklari kavram bilgileri yardimi ile iki degiskenli fonksiyonlarin limiti kavramini nasil
yapilandirmaktadirlar ve bu sirecte ne tir soyutlamalar ve genellemeler yiritmektedirler?

2. Matematik 6gretmen adaylarinin tek degiskenli ve ¢ok degiskenli fonksiyonlarin
limiti ile ilgili kavram bilgileri arasinda ne tiir benzerlikler ve farkliliklar vardir?

2. YONTEM
2.1. Calisma Grubu

Arastirmada yari deneysel yontem (quasi-experimentalresearch) kullaniimistir (Cohen,
Manion ve Morrison, 2000). Bu yontemi gercek deneysel yontemden ayiran tek fark
orneklemin rasgele atama ile olusturulmamasidir. Bu ¢alismada tek grup lzerinde 6n ve son
test uygulamalarina dayanan bir tasarim kullanilmistir (Robson, 1998; Karasar, 1999).
Arastirma problemlerine cevap aramak icin yuritilen ¢alismalar yaklasik bir yillik bir sireci
kapsamaktadir. Zamanli testler yonteminde denenmeye baslandiktan itibaren isin seyrine ve
karakterine uygun olarak belli periyotlarla testler yapilarak her testin dlgiimleri ayri olarak
kaydedilir ve verilerdeki degisimler ya da iliskiler istatistiksel islemlerle ve grafiklerle tespit
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edilir (Cebeci, 2002). Arastirmada bagimh degiskenler ¢cok degiskenli reel fonksiyonlarda limit
ve slireklilik kavram imajlari olup, bagimsiz degiskenler ise tek degiskenli reel fonksiyonlarda
limit ve sureklilik kavram imajlari olarak tespit edilmistir. Ogrencilerin kavram bilgi seviyesini
Olcebilmek icin arastirmaci tarafindan gelistirilen bilissel diizey belirleme 6lgegi kullaniimistir.

2.1.Arastirmanin Deseni ve Katilimcilar

Bu calisma, 2007-2008 / 2008-2009 egitim 6gretim donemlerinde gercgeklestirilmistir.
Arastirmanin katihmcilari Ankara’daki bir devlet Universitesinin ortadgretim matematik
o0gretmenligi 1. sinif 6grencileridir.

Arastirma iki bélimden olugmaktadir. Arastirmanin ilk béliminde 2007-2008 6gretim
doéneminde Universite 1. sinif 6grencisi olan 45 6gretmen adayina tek degiskenli fonksiyonlarin
limiti hakkindaki kavram bilgilerini yoklamak amaciyla bir bilgi testi uygulanmistir. ikinci
asamada 2008-2009 6gretim yilinda 2. Sinif 6grencisi olan ayni adaylar (37 aday) ¢ok degiskenli
fonksiyonlar konusuna gegmeden 6nce iki degiskenli fonksiyonlarda limit hakkinda bir 6n-teste
tabi tutulmuslardir. Derste cok degiskenli fonksiyonlar ve limit konusu islendikten sonra ise
adaylara iki degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda baska bir bilgi testi daha uygulanmistir.
Arastirmanin deneysel deseni 6zet olarak Sema 1’de verildigi sekilde olusturulmustur.

)
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$ema 1: Arastirmanin Deseni

Arastirmanin 1. kisminda 2007-2008 6gretim yilinda 1. sinifta 6grenim goéren 45 6grenci
ile ilk uygulama gergeklestirilmis, bunlar arasindan segilen 7 6grenci ile milakatlar yapilmistir.
Ayrica 6grencilerin konuyu anlamalarini gézlemlemek amaciyla Kasim-2007 ayinda Analiz-1
dersi kapsaminda ydritalen tek degiskenli fonksiyonlarda limit konulu dersler takip edilmistir.
Derslerin teorik ve uygulamali anlatimlari ikiser derste ve toplam 12 saatte tamamlanmistir.

Arastirmanin ikinci kismi 2008-2009 o6gretim yilinda 2. sinif 6grencisi olan ve
arastirmanin birinci kismina katilan 37 6grenci ile ylritialmustir. Bu ¢alisma sonunda 6 6grenci
ile malakatlar yapilmistir. Mulakata secilen 6grenciler 1. sinifta yapilan milakatta da yer
almiglardi. Ayrica Aralik-2008 ayinda Analiz-2 dersi kapsaminda ydritilen ¢ok degiskenli
fonksiyonlarin limiti konulu dersler, gézlem amach takip edilmistir. Bu derslere baslamadan
Oonce Ogretmen adaylarina tek degiskenli fonksiyonlarda limit kavrami hakkinda tekrarlar
verilmis ve adaylara ¢cok degiskenli fonksiyonlar ve limit hakkindaki 6nbilgileri alinmak amaciyla
acik uclu sorular (6n-test) yoneltilmistir. Daha sonra bu kavramlarla ilgili 2 ders ve toplam 4
saat olmak Uzere teorik, yine 2 ders ve toplam 4 saat olmak (zere uygulamali dersler
yaratdlmastar.

2.2.Arastirmanin Varsayimlari

Calisma icgin secilen Universitenin matematik egitimi bolimi Universite giris sinavinda
ylksek puan alan 6grenciler tarafindan tercih edilen bir bélim olmasi nedeniyle, arastirmaya
katilan tim adaylarin matematik ve matematik egitimine karsi tutumlarinin Ust seviyede ve
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homojen oldugu dusinllmektedir, dolayisiyla kavram 6grenme icin gerekli olan istegin var
oldugu kabul edilmektedir.

2.3.Veri Toplama Araglari

Arastirmanin 1.boliminde kullanilan bilissel diizey belirleme testi, 6grencilerin tek
degiskenli reel fonksiyonlarda limit kavrami hakkindaki bilissel dizeylerinin belirlenmesi
amaciyla, ilgili kavramlarin derste islenmesinin ardindan adaylara uygulanan ve acik ucglu 9
sorudan olusan bir testtir. Bunlardan 3’0 bu makale kapsaminda ele alinan problemle
dogrudan ilgili oldugundan, sadece bu sorulardan ve bu sorulara verilen cevaplarin analizinden
elde edilen sonuclara yer verilmistir. Test, danismanin rehberliginde arastirmaci tarafindan
gelistirilmis ve testin limit konusundaki kapsam gegerliligi konusunda Ug¢ farkli uzmanin goérusi
de alinmistir. S6z konusu segilen 3 soru asagida verilmistir

Tek degiskenli fonksiyonlarda limit hakkindaki bilissel diizey belirleme test sorulari

"

=Yanda grafigi verilen fonksiyonun x=4 deki limitini

belirlemek icin yapilmasi gerekenleri yaziniz.

2) x—>0icin f(x) = %fonksiyonunun varsa limitini bulunuz. Yoksa nedenini aciklayiniz.

v

Yanda grafigi verilen f fonksiyonunun x =2,x =3 vex =4

noktalarindaki limitleri nelerdir? Bulunuz. Nedenlerini agiklayiniz.

Arastirmanin 2.boliminde adaylarin iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti hakkindaki
onbilgilerini gorebilmek amaciyla agik uglu 2 sorudan olusan bir dntest yapilmasi uygun
gorilmdistiir. Bu ontest 6grencilerin derse hazir bulunusluluklarini ve adaylarin mevcut
bilgilerini kullanarak yaptiklari genellemelerde ne derece basarili olduklarini 6lgmek igin
kullanilmistir. Arastirmanin bu asamasinda kullanilan sorular asagida verilmistir.

On test sorular

1) Tek degiskenli bir fonksiyonun belirli bir noktada limitinin var olup olmadigina karar
verebilmek igin fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden yararlanilir?

2) iki degiskenli bir fonksiyonun belirli bir noktada limitinin var olup olmadigina karar
verebilmek icin fonksiyonun hangi ayirt edici 6zelliklerinden yararlanilabilir?

Arastirmanin 2. boliminde kullanilan bilissel diizey belirleme testi, iki degiskenli
fonksiyonlarda limit dersi islendikten sonra 6grencilerin konu hakkindaki bilissel diizeylerinin
belirlenmesi amaciyla, danismanin rehberliginde arastirmaci tarafindan gelistirilmis 4 sorudan
olusan bir testtir. Bunlardan 3’G bu makale kapsaminda ele alinan problemle dogrudan ilgili
oldugundan, sadece bu sorulardan ve bu sorulara verilen cevaplarin analizinden elde edilen
sonugclara yer verilmistir. Testin kapsam gecerliligi icin iki farkli uzmanin (matematik egitimcisi
olan iki profesor) gortisiine basvurulmustur. S6z konusu secilen sorular asagida verilmistir.
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iki degiskenli reel fonksiyonlarin limiti hakkindaki bilissel diizey belirleme test sorular
2
1. R2 —{(0,0)} de f(x,y) = x;:—yz ile verilen fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limiti

hakkindaki dislincelerinizi yaziniz.

x%y

2. glx,y) = ile verilen fonksiyonun (0,0) noktasindaki limiti hakkindaki

x2+y?

distncelerinizi yaziniz.

3. Asagida verilen fonksiyonun grafigine baktiginizda bu fonksiyonun (0,0) noktasindaki

limiti hakkinda ne soyleyebilirsiniz?

7 Ekseni

2.4.Verilerin Analizi

Arastirma igin toplanan veriler, “igerik analizi” teknigiyle analiz edilmistir. Adaylarin
ankete verdikleri cevaplar analiz edildikten sonra genel ve alt kategorilere gore diizenlenmis ve
islenmesi igin kavramsal bir yapi olusturulmustur. Daha sonra, her bir kategorinin hangi siklikla
tekrar ettigi (frekansi) bulunmustur. Boylece, nitel veriler nicellestirilmistir. Nitel verilerin
nicellestiriimesindeki temel amag; glvenirligi arttirmak, yanhhg azaltmak ve kategoriler
arasinda karsilagtirmalar yapmaktir (Yildirnm ve Simsek, 2000).

Arastirmanin birinci agamasinda “Lise Matematik Ogretim Programi” ve yurtdisindaki
bazi Universitelerin analiz derslerindeki kazanimlar ve uzman gorisleri (matematik egitimcisi
olan iki profesor) dogrultusunda, limit kavrami ile baglantii 12 kazanim (TTKB, 2005)
belirlenmistir. Calismaya katilan 37 aday arasindan verileri en saglikli bicimde toplanan 13
Ogrencinin bilissel dizey belirleme test sonugclari ve yari yapilandiriimis gérismelerde elde
edilen bilgiler kullanilmistir. Adaylar A1, A2, A3,..,A13 ile kodlanmislardir. Her 6grenciye
belirlenen konular hakkinda edindigi bilissel seviyenin belirlenmesi amaciyla test sonugclari ve
yari yapilandirilmis goriismelerde elde edilen bilgiler degerlendirilerek her bir kazanim igin
1’den 5’e kadar degerlendirme puani verilmistir. Bu calisma ayrica iki uzman (matematik
egitimcisi olan iki profesor) tarafindan incelenerek, calismanin givenilirligi temin edilmistir. Bu
degerlendirmelere gore 1 “en zayif”, 2 “zayif”, 3 “orta”, 4 “iyi” ve 5 “en iyi” bilgi dizeyini ifade
etmektedir. Bu sekilde hem 6grencinin konu hakkindaki bilissel seviyesi 6l¢liimis, hem de
konuyla ilgili her bir kazanimin o6grencilerin geneli tarafindan algilanma durumu tespit
edilmistir. Bu makale gercevesinde sadece 3 kazanimla ilgili sonuglar degerlendirilecektir (Tablo
1).

Arastirmanin ikinci bélimiinde ise iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavrami hakkinda
dgrencilerin edinmesi gereken 9 asgari kazanim belirlenmistir. Ogrencilerden elde edilen
veriler bu arastirma igin tekrar degerlendirilmis ve gerekli kodlamalar yapilarak 6grencilerin
konu hakkindaki dislinme tarzi ve bilgi seviyesi ortaya konulmaya calisiimistir. Bu makale
cercevesinde sadece 3 kazanimla ilgili sonuclar degerlendirilecektir. Bu amagla arastirmanin
birinci bolimiinde kazanim degerlendirme tablosu ¢alismasinin yapildigi 13 6grencinin limit
kavrami hakkinda elde edilen arastirma verileri (6n test, bilissel diizey belirleme testleri ve yari



Bartin Universitesi E§itim Fakiltesi Dergisi 4(2), s.501-515, Aralik 2015
Bartin University Journal of Faculty of Education 4(2) p. 501-515, December 2015

yapilandiriimis goriismeler) tekrar incelenerek degerlendirilmis ve yine kazanimlar tablosunda
yer alan 9 maddenin her biri i¢cin 13 adaya puan verilmistir.

Sonu¢ olarak, kazanim degerlendirme tablosu calismalarinda calismanin her iki
boliminde de yer alan ve vyazili uygulamalarin tamamina katilan 13 adayin verileri
degerlendirilmistir. Adaylarin biligsel seviyelerinin tespiti igin kavramlar hakkinda gelistirilen
asgari kazanimlar tablosunda yer alan maddeler her bir 6grenci i¢in puanlandiriimigtir.
Boylelikle adaylarin tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki kazanimlari
Olgllebilir hale gelmigstir. Adaylarin tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin limitine iliskin
yeterlilikleri bu sekilde karsilastirilabilmistir. Yeterlilikler aralarindaki iliski, her bir kazanim igin
elde edilen puanlar arasindaki korelasyon katsayisinin hesaplanmasi ile tespit edilmigtir.
Adaylarin her iki konudaki birbiriyle 6rtiisen kazanimlar, ayni zamanda adaylarin genelleme ve
soyutlama yapma yeteneklerini ortaya koyabilmek icin de kullanilmistir. Arastirmada adaylarin
genelleme ve soyutlama yapma yetenekleri incelenirken Harel ve Tall’'un (1989) “genelleme”
ve soyutlama” kavramlari hakkinda yaptiklari tanimlamalar metodolojik bir ara¢ olarak
kullanilmistir.

3. BULGULAR

Bu bolimde arastirmaya katilan 6gretmen adaylari ile yiritilen ¢alismalar sonucunda
elde edilen verilerin analizinden elde edilen bulgulara yer verilmistir.

Arastirmanin birinci béliminde 6grencilerin tek degiskenli reel fonksiyonlarda limit
kavrami hakkindaki bilissel dizeylerinin belirlenmesi amaciyla kullanilan bilissel diizey
belirleme testi sonuglari Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 1. Tek degiskenli fonksiyonlarda limit kazanim degerlendirme tablosu

0
DAYLAR Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 Al0 All AI2 Al13  ORT. 507
KAZANIM

1-Fonksiyonun limit noktasinda
tanimli olup olmamasi ve
limit degeri ile fonksiyonun o 4 4 4 4 3 3 4 4 4 4 4 3 4 3,77
noktadaki degeri arasindaki

iligkiyi belirtir.

2-Fonksiyonun grafigine
bakarak bir noktadaki limit 5 5 5 4 5 5 5 4 5 5 5 5 5 4,85

degerini tahmin eder.

3-Bir fonksiyonun bir noktadaki
limiti ile soldan limiti ve
5 5 5 5 4 5 5 4 5 5 4 5 5 4,77
sagdan limiti arasindaki

iliskiyi belirtir.

Yukaridaki tablo dikkatle incelendiginde her bir 6grenci icin ayri degerlendirme yapildig,
her 6grenciye ait kisisel ortalamalarin oldugu ve her kazanima ait 6grenci ortalamalarinin
bulundugu gorilebilir. Bu tabloya goére adaylarin “Fonksiyonun grafigine bakarak bir noktadaki
limit degerini tahmin eder” kazaniminda en yliksek ortalamayl (4,85) elde ettikleri
goralmektedir. “Fonksiyonun limit noktasinda taniml olup olmamasi ve limit degeri ile
fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi belirtir” kazaniminda ise en disik ortalamaya
(3,77) sahip olduklari dikkat ¢ekmektedir. Bu kazanim limit kavraminin anlasiimasi icin ¢ok
blyuk bir 6nem arz etmektedir.
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Arastirmanin ikinci boliminde 6grencilerin iki degiskenli reel fonksiyonlarda limit

kavrami hakkindaki bilissel dizeylerinin belirlenmesi amaciyla kullanilan bilissel diizey
belirleme testlerinin (6n-test/son-test) analiz sonuglari Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. iki degiskenli fonksiyonlarda limit kazanim degerlendirme tablosu

ADAYLAR

KAZANIM Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 A8 A9 Al10 All Al12 A13 ORT.

1- Fonksiyonun limit
noktasinda tanimli
olup olmamasi ve
limit degeri ile
fonksiyonun o
noktadaki degeri
arasindaki iliskiyi

belirtir.

2- Fonksiyonun
grafigine bakarak bir
noktadaki limit 3 3 3 2 3 4 4 2 3 3 3 4 3 3,08
degerini tahmin

eder.

3-  Limit degerinin
yaklagma seklinden
3 2 3 3 3 4 5 2 4 3 2 3 3 3,08
bagimsiz oldugunu

bilir.

Tablo 2'ye gore adaylarin her bir kazanim igin yakin ve orta seviyede (3,08-3,15)
ortalamalara sahip olduklar goriilmektedir. Ancak yine de adaylarin “Fonksiyonun limit
noktasinda tanimli olup olmamasi ve limit degeri ile fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki
iliskiyi belirtir” kazaniminda elde ettikleri ortalama (3,15), diger iki kazanim ortalamasindan
biraz yiksek gozikmektedir. Bu durum adaylarin bu kazanimi gecen sire icinde biraz daha
soyutlandirdiklari izlenimini vermektedir.

3.1.Adaylarin Tek ve iki Degiskenli Fonksiyonlarin Limitine iliskin Yeterliliklerinin
Karsilagtiriimasi

Bu boliimde, kazanim degerlendirme tablosu ¢alismalari sonucunda birbiriyle 6rtiisen 3
kazanim ele alinarak adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti ile ilgili yeterlilikleri ile ayni
adaylarin iki degiskenli fonksiyonlarin limitine iliskin vyeterlilikleri arasindaki iliski
karsilastirilmistir. Yeterlilikler aralarindaki iliski, her bir kazanim icin elde edilen puanlar
arasindaki korelasyon katsayisinin hesaplanmasi ile tespit edilmistir.

Tablo 3’e gore adaylarin “Fonksiyonun limit noktasinda tanimli olup olmamasi ve limit
degeri ile fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi belirtir.” seklinde ifade edilen
yeterlilikleri tek degiskenli ve iki degiskenli fonksiyonlar igin bir arada degerlendirilmistir.
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Tablo 3. ilk kazanima ait karsilastirma tablosu

Tari Adaylar Al A2 A3 Al13 ORT. r

Fonksiyonun limit noktasinda

Tek Deg. tanimli olup olmamasi ve limit
4 4 4 4 3,77
Fonk. degeriile fonksiyonun o noktadaki
degeri arasindaki iligkiyi belirtir.
0,5
Fonksiyonun limit noktasinda
iki Deg. tanimli olup olmamasi ve limit
4 3 3 4 3,15
Fonk. degeri ile fonksiyonun o noktadaki

degeri arasindaki iligkiyi belirtir.

Buna gore tabloda r ile ifade edilen korelasyon katsayisi 0,5 olarak o6l¢tilmustiir. Bu
deger, iki veri arasinda orta diizeyde, anlamli pozitif bir iliski oldugunu gosterir, yani adaylarin
tek degiskenli fonksiyonlarin limit noktasinda tanimli olup olmamasini ve limit degeri ile
fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi gériip gorememeleri ile ayni yeterliligi ¢ok
degiskenli fonksiyonlar icin gostermesi arasinda zayifa yakin bir iliski bulunmaktadir.

Adaylar, verilen tek degiskenli bir fonksiyonun tanimsiz oldugu bir noktada da limite
sahip olabilecegi konusunda iyi bir ortalamaya sahip iken, ayni konuda c¢ok degiskenli
fonksiyonlar icin daha dislik bir ortalamaya sahiptirler. Tablo 3’ te verilen iki yeterlilik arasinda
zayifa yakin bir iliski s6z konusu oldugu icin adaylarin tek degiskenli fonksiyonlardan yola
cikarak bir genelleme sonucu ¢ok degiskenli fonksiyonlarin tanimsiz oldugu bir noktada da
limite sahip olabilecegi gercegine ulasmis olmalari ihtimali biraz uzaktir. Bu ylzden ayni
zamanda adaylarin konu hakkinda soyutlama yapamadiklari ve genelleme yaparak konu
hakkinda fikir gelistiren adaylarin, bilissel yapilarini ve fikirlerini degistirmeden genisleyerek
(expansive) bir genelleme yaptiklari soylenebilir.

Tablo 4 de adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit
degerini tahmin etme ve cok degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit
degerini tahmin etme yeterlilikleri karsilastiriimistir.

Tablo 4. ikinci kazanima ait karsilastirma tablosu

Turd Adaylar Al A2 A3 A13 ORT. r
Tek Deg. Fonksiyonun grafigine bakarak bir
5 5 5 5 4,85
Fonk. noktadaki limit degerini tahmin eder.
0,75

. Fonksiyonun grafigine bakarak bir
iki Deg. Fonk. 3 3 3 3 3,08
noktadaki limit degerini tahmin eder.
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iki veri arasinda korelasyon katsayisi r=.75 olarak &lciilmiis olup, iki degisken arasinda
glcli bir iliski oldugu soylenebilir.

Bu yeterlik konusunda ok degiskenli fonksiyonlar ve tek degiskenli fonksiyonlar igin
aday ortalamalari arasinda oldukga buylk bir fark gdzlemlenmistir. Adaylar iki degiskenli
fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme konusunda distk bir
ortalamaya sahiptirler. Bu duruma adaylarin iki degiskenli fonksiyonlarin grafigini okuma
konusundaki yetersizlikleri sebep gosterilebilir.

Tablo 4’e gore verilen iki yeterlilik arasinda gligli bir iliski s6z konusu oldugu igin
adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin
etme vyeterliliklerinden yola g¢ikarak bir genelleme sonucu ¢ok degiskenli fonksiyonlarin
grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme vyeterliligi sergiledikleri
daslinllebilir. Bu yizden adaylarin burada genisleyerek (expansive) bir genelleme yaptiklari
soylenebilir ve adaylar yaptiklari bu genellemenin farkinda olduklari icin de burada bir
¢ikarimsal (generic) soyutlamadan bahsedilebilir.

Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlar icin “bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile
sagdan limiti ve soldan limiti arasindaki iliski”yi belirtip belirtemedigi ile ¢ok degiskenli
fonksiyonlar icin “limit degerinin yaklasma seklinden bagimsiz oldugu” bilgisi ve ikisi arasindaki
iliski Tablo 5 de incelenmistir.

Tablo 5. Ugiincii kazanima ait karsilastirma tablosu

Tari Adaylar Al A2 A3 Al13 ORT r

Bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile soldan
Tek Deg. Fonk. limiti ve sagdan limiti arasindaki iliskiyi 5 5 5 5 4,77
belirtir.

0,49

i Limit degerinin yaklasma seklinden bagimsiz
Iki Deg.Fonk. 3 2 3 3 3,08
oldugunu bilir.

Tek degiskenli fonksiyonlarin limitini tespit etmek icin fonksiyonun sag ve sol
limitlerinin varhgi ve bu limitlerin esitligine odaklanmak gerekmektedir. Bu disiince 3-boyutlu
bir uzaya aktarilirsa, limitin aranan nokta etrafinda yapilacak her tirli yaklasim seklinden
bagimsiz olmasi gerekir. Bu yiizden bu iki bilgi arasinda bir iliski s6z konusudur ve bu ¢alisma ile
bu iliskinin adaylar tarafindan idrak edilip edilmedigi arastinlmistir. iki degisken arasinda
korelasyon katsayisi tablodan da gorildigi tGzere r=0,49 olarak hesaplanmistir. Dolayisiyla bu
iki degisken arasinda pozitif yonde, zayif bir iliski vardir. Dolayisiyla adaylarin tek degiskenli
fonksiyonlar icin bildiklerini iki degiskenli fonksiyonlar icin genellestirdikleri séylenemez. Bu
turli bir genellemede adaylar sahip olduklari bilissel yapiyr yeniden yapilandiracaklari igin
burada yeniden yapilandiriimis (reconstructive) genellemeden bahsetmek daha dogru olur.

Tek degiskenli fonksiyonlar i¢in “bir fonksiyonun bir noktadaki limiti ile sagdan limiti ve
soldan limiti arasindaki iliski” konusunda adaylarin olduk¢a yiksek bir ortalamaya sahip
olduklari gozlemlenmistir. Adaylarin hemen hemen tamami, O6zellikle grafigi verilen bir
fonksiyonun limitini tespit etme konusunda limiti aranan noktada fonksiyonun sag ve sol
limitlerinin esit olup olmadigina baktiklarini, eger esitse limitin var, degilse limitin olmadigini
ifade etmislerdir. Dolayisiyla adaylar bu konuyu tek degiskenli fonksiyonlar icin bilissel anlamda
soyutlayabilmislerdir. Ancak ayni dislinceyi iki degiskenli fonksiyonlarin grafigi lzerinden
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limitin tespiti icin kullanirken bir takim sikintilarin yasandigi ve hatalarin yapildigi gérilmuastar.
Zira bu konuda adaylarin iki degiskenli fonksiyonlar i¢in sahip olduklari ortalama, tek degiskenli
fonksiyonlar icin sahip olduklari ortalamadan bir hayli diistik kalmistir. Adaylarin ¢cok degiskenli
fonksiyonlarin limitinin tespitinde “limit degerinin yaklasma seklinden bagimsiz oldugu”
konusunu tam olarak soyutlayamadiklari gézlemlenmisgtir.

Ayrica adaylar iki degiskenli fonksiyonlarin limitini bulmak icin
kuIIanllanlimX_,O(lirr(l) f(x,y)), limy_)o(lirré f(x,y)) sirali limitleri, adeta tek degiskenli
y— X—

fonksiyonlarda kullanilan sag ve sol limitlerin bulunmasi gibi algilamislardir ve iki degiskenli
fonksiyonlarda limitin varhgi icin iki farkli yaklasim sonucu elde edilen limitlerin esit olmasini
yeterli gormislerdir. Bu durum adaylarin bilissel yapilarini degistirme yoluna gitmeden
genisleyerek genelleme yiritmeyi tercih ettiklerini ortaya koymaktadir.

Adaylarin tek ve iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavrami ile ilgili tim bilgileri
taranarak, konu ile ilgili her kazanim icin aldiklari puan ortalamalari bir arada
degerlendirildiginde asagidaki Tablo 6 ortaya cikmaktadir. Bu tablo adaylarin tek ve iki
degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki genel bilissel seviyelerini ortaya koymasi agisindan
onemli bir gostergedir.

Tablo 6. Adaylara ait ortalama tablosu

Tard Al A2 A3 A13 r
Tek Deg. Fonk. ort. 3,67 3,56 4,11 4,11
0,56
Cok Deg. Fonk. Ort. 3 2,44 2,78 3

Burada korelasyon katsayisi r=0,56 olarak o6l¢lilmistiir. Bu ¢ercevede adaylarin tek
degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda 6lgilebilen yeterlilikleri ile iki degiskenli fonksiyonlar
hakkinda olcllebilen vyeterlilikleri arasinda orta diizeyde pozitif yonla bir iliski oldugu
soylenebilir. Dolayisiyla burada adaylar icin, “iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavramini
yapilandirirken tek degiskenli fonksiyonlar icin bu kavramlarla ilgili sahip olduklari kavram
imajlari etkili olmaktadir” ifadesi kullanilabilir.

4.SONUC VE ONERILER

Bu arastirmada ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin tek ve iki degiskenli
fonksiyonlarin limiti ile ilgili kavram bilgileri arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica burada
adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti kavrami hakkinda sahip olduklari kavram bilgileri
yardimi ile iki degiskenli fonksiyonlarin limiti kavramini nasil yapilandirdiklari ve bu sirecte
adaylarin yiruttikleri soyutlama ve genellemelerin nasil gelistigi tespit edilmek istenmistir.

Arastirma sonucunda elde edilen bulgulara gére bu makale ¢ercevesinde ele alinan
hususlarla ilgili su tespitler yapilabilmektedir;
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Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarda limit konusunda sahip olduklari bilissel
yapilarini ve fikirlerini degistirmeden sadece genislemelerle (expansive) vyaptiklari
genellemelerle iki degiskenli fonksiyonlarin limiti kapsaminda;

» “Fonksiyonun limit noktasinda tanimli olup olmamasi ve limit degeri ile
fonksiyonun o noktadaki degeri arasindaki iliskiyi belirtme.”
» “Fonksiyonun grafigine bakarak bir noktadaki limit degerini tahmin etme”

gibi kazanimlari anlamalarina yardimci oldugu sdylenebilir. Adaylarin yuarattikleri
bilissel genisleme eylemlerinin kendilerini bir genellemeye gotlrdigini fark etmeleri
sonucunda, adaylar konu hakkinda c¢ikarimsal soyutlama yapmis olurlar. Boylece adaylar,
genislemeye yonelik genelleme yardimi ile iki degiskenli fonksiyonlarda limit konusunda
olusturduklari tim bilgileri cikarimsal soyutlama ile 6ziimsemis olurlar. Bu husus dikkate
alindiginda adaylarin bu tiir genellemeyi iyi ylruttikleri gozlemlenen kazanimlar konusunda iki
degiskenli fonksiyonlar icin cikarimsal soyutlama yapabildikleri sdylenebilir. Ancak, bilissel
diizey ortalamalarina bakildiginda adaylarin bu konular hakkinda tek degiskenli fonksiyonlarda
daha basarili bir soyutlama gergeklestirdikleri séylenebilir.

Adaylar iki degiskenli fonksiyonlarda limit kapsaminda;
“limit degerinin yaklasma seklinden bagimsiz oldugu”

“limit degerini bulmak icin fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini
kullanabilme”

kazanimlarini 6grenirken kendilerinden beklenen, tek degiskenli fonksiyonlarin limiti
kapsaminda sahip olduklar bilissel yapiyr yeniden yapilandirmayi gerektiren (reconstructive)
genelleme yapma becerisi gosteremedikleri goézlemlenmistir. Bu ylizden adaylarin ayni
zamanda bilissel yeniden yapilanma gerektiren yapisal (formal) soyutlamayi
gerceklestiremedikleri de soylenebilir.

Dolayisiyla bu noktada 6grencilerin soyutlama ve genelleme yaparken sahip olduklari
bilissel yapinin ne kadar saglam olmasi gerektigi net bir sekilde ortaya ¢cikmaktadir. Benzer bir
tespiti Alkan ve Bukova (2005) dile getirmislerdir. 64 6gretmen adayinin genelleme becerileri
ile matematiksel distinme guglerinin birlikte degerlendirildigi ¢alismalarinda, 6gretmen
adaylarinin  Analiz |-l derslerinde basariyr etkileyen genelleme yapabilme puanlari ile
matematiksel diisinme glgleri arasinda belli 6l¢lide dogrusal bir baginti oldugunu tespit
etmislerdir (r=0.71). Dolayisiyla matematiksel disinme gliciini olusturan kavramsal bilgiler,
adaylarin matematiksel genelleme yapabilme becerileri ile yakin iliskilidir. Bu yiizden adaylarin,
tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda var olan kavram bilgileri saglamlastiriimadan
genislemeye ve vyeniden vyapilandirmaya vyonelik genelleme gerektiren iki degiskenli
fonksiyonlarin limiti kavramini yapilandirmaya gecmelerinin uygun olmayacagi soylenebilir.

Adaylarin tek degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkindaki bilgileri ile daha c¢ok
genislemeye yonelik genellemeler yaparak iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavramini
yapilandirdiklari ancak yeniden yapilandirmaya yonelik genelleme gerektiren siireclerde pek
basarili olamadiklar gézlemlenmistir. Bu yiizden derslerde iki degiskenli fonksiyonlarda limit
kavrami islenirken ozellikle yeniden yapilandirmaya yonelik genelleme gerektiren kisimlar
Uzerinde yogunlasilmalidir. Ayrica tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti hakkinda tam bir
soyutlama gerceklestirebilmeleri icin, adaylarin 6grendigi konulari mutlaka pekistirmeleri
gerekmektedir. Konunun o6ziimsenmesi ve kalici olabilmesi icin adaylara konu hakkinda
arastirmalar vermek, farkli sorular ¢ézmek, tek ve iki degiskenli fonksiyonlarin limiti konusunun
gectigi her derste konuya iliskin sahip olduklari bilgileri tekrar gézden gecirmek suretiyle
pekistirme yoluna gitmeleri tavsiye edilebilir. Zira soyutlamanin gerceklesmesinde
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pekistirmenin énemini vurgulayan baska arastirmacilar da vardir (Monaghan ve Ozmantar,
2006).

Kavram bilgileri saglam olmadan sinif gegmenin ve sadece ortadgretim matematik
bilgilerinin matematik 6gretmenligi icin yeterli olmadigl adaylara mutlaka hatirlatiimalidir.
Matematik disiplininin kapsamli bir resmine hakim olabilmek igin glinimiz matematikgileri
hangi konulari arastiriyor ve calisiyorlarsa 6gretmen adaylarinin da o konulari ¢alismalari
gerektigi, boylelikle adaylarin okul ders programlarini etkileyen basliklarin neler olmasi
gerektigi hakkinda en iyi sekilde fikir tretebilmeye muktedir olabilecekleri hususlari derslerde
mutlaka islenmeli ve adaylarin bu hususlarda bir vizyonlarinin olmasi saglanmalidir.

Bu arastirmada ortadgretim matematik 6gretmen adaylarinin tek ve iki degiskenli
fonksiyonlarin limiti ile ilgili kavram bilgileri arasindaki iliskiler incelenmistir. Bu arastirmanin
bir benzeri pir matematik egitimi alan lisans 6grencileri ile de ylritilebilir. Zira pir matematik
egitimi alan lisans 6grencilerinin matematik dgretmen adaylarindan farkl olarak “Ogretmeyi
ogrenmeye yonelik bilgi, beceri ve egilimleri gelistirmek” konusuna daha az odaklandiklari igin
matematiksel alan uzmanhgina sahip olma kaygisini daha fazla tasidiklari dislinildidglinden,
benzer bir arastirmada farkl sonuglar elde edilebilir.
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SUMMARY

Mathematics education researchers have realized the constituents of the process of
comprehending high-level mathematics as well as the importance of interaction of these constituents
(Dreyfus, 1989). Dreyfus states that although there is no clear distinction between these elementary
processes and advanced mathematical thinking, we need to focus more on abstraction of the definitions
and generalizations in the high-level mathematics. Abstraction is a process where the cognitive structure
is reconstructed, and mental structures are formed out of the mathematical structures. Relations
between mathematical objects are established through abstraction activity performed in the mind.
Abstraction process is closely related to generalization. Individual knowledge structure develops in the
mathematical generalization. On the other hand, abstraction requires reconstruction of the mental
structure (Dreyfus, 1989). Harel & Tall (1989) categorizes mathematical generalization and abstraction
processes based on changes emerging in the cognitive structure of the individual at the end of the
process. Harel & Tall (1989) describes the generalization performed through only expansion without
changing cognitive structures and ideas of the students as ‘expansive generalization’, and describes the
generalization that requires reconstruction of the existing cognitive structure as ‘reconstructive
generalization’. It is an abstraction process that students notice that cognitive expansion actions
performed by them make them reach a generalization. These kinds of abstraction processes are referred
to as generic abstraction (Harel & Tall, 1989). Generic abstraction is a mental activity mostly carried out
by those engaged in mathematical applications. Formal abstraction is the next stage of generic
abstraction, and requires cognitive reconstruction. In this regard, the concept of limit of functions of
several variables at a point is a generalization performed by expanding the concept of limit of single
variable functions at a point. Thus, it is important to determine whether students use their
comprehension and structures concerning the concept of limit of single variable functions at a point
when generalizing the concept of limit of functions of several variables at a point.

The purpose of this study is to investigate how the prospective mathematics teachers construct
the concept of limit of functions of two variables by the help of conceptual knowledge they have about
the concept of limit of single variable functions, and to determine how abstraction and generalization
behaviors carried out by the prospective teachers develop within this process. In general, the present
study is expected to contribute to improvement of teaching of the concept of limit by revealing
difficulties and obstacles of the prospective teachers about the concept.

To this end, firstly, a written questionnaire consisting of open-ended questions was
administered to 37 first and second grade students attending the secondary education science and
mathematics field education, department of mathematics education at a state university. Then, semi-
structured interviews were conducted with some prospective teachers. Time-limited tests were
administered to the participants. The present study consisted of two stages. At the first stage, an
attempt was made to reveal concept images of the prospective mathematics teachers about the limit of
single variable functions. At the second stage, it was tried to demonstrate concept images of the
prospective mathematics teachers about the limit of functions of two variables.

This study presents comparison results concerning 3 acquisitions of the prospective teachers
about the relevant topics. The findings of the study show that the prospective teachers mostly
constructed the concept of limit of functions of two variables by performing expansive generalization
and accordingly generic abstraction over their knowledge about the limit of single variable functions,
but they did not succeed much in the processes requiring reconstructive generalization. Therefore, it
can be said that prospective teachers failed to realize formal abstraction requiring cognitive
reconstruction, too. Hence, it was concluded that it would not be suitable for prospective teachers to
proceed to construction of the limit and continuity of functions of two variables, which would require
expansive and reconstructive generalization, without reinforcing their conceptual knowledge about the
limit and continuity of the single variable functions.
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