Matematik O gretmen Adaylarinda Iki Degiskenli Fonksiyonlarin
Limiti Kavraminin Yapilandiriimasinin incelenmesi
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Ozet: Bu argtirmanin amacl, iki déskenli fonksiyonlarda limit kavraminin matematigrétmen adaylari
tarafindan nasil yapilandirifgini incelemektir. Burada ortgtetim matematik gretmen adaylarinin limit
kavraminin grenilmesinde giclik cektikleri noktalar tespit ewdlye cakiimis, elde edilen bilgi ve
deneyimlerin genel anlamda limit kavraminin soyutikasinda, yapilandiriimasinda veretiminin
gelistiriimesinde kullanilabilecé dustinilmektedir. Argtirma igin bir devlet Universitesinin ortag@tim
fen ve matematik alarggimi bolimi matematik gretmenlgi anabilim dal 2. sinifindagienim géren 37
Ogrenciye acik uclu sorulardan ean bir yazili anket uygulangmwve bazi adaylarla yari yapilandirimi
gorismeler yuritilmetir. Bu makale cercevesinde konu ilegdalan ilgkili olan 3 soruya @rencilerin
verdikleri cevaplarin analizine ve adaylarla yapilailakatin sonuclarina yer veritii. Elde edilen
bulgulara gore; “iki dgiskenli bir fonksiyonun bir noktada limiti varsa bimit, limitin arandgi noktaya
yaklasmaseklinden bgmsizdir” ifadesinin matematiksel olarak ne anlageldigini adaylarin tam olarak
anlayamadiklari gérilmektedir.

Anahtar Sozciikleiki degiskenli fonksiyonlar, limit, kavram

Abstract: Investigating the Mathematics Pre-service Teach@onstruction of Function of Two Variables
Limit ConceptThe purpose of this study is to investigate howspeative secondary mathematics teachers
construct the limit concept functions of two vatebin their mind. To achieve this purpose, firgt tnied

the determine the points which prospective secgndaathematics teachers have some understanding
difficulties related with the limit concept and sed we tried to find out how they use their knovged
which they already had about the limit conceptinfjle variables when they were constructing thetlim
concept functions of two variables in their mina dollect the data, we orientated a written questire
consisting of open-ended questions to the 37 cateidvho were 2nd class students in the Departafent
Secondary Mathematics Education of a state edurcd#ioulty. According to the findings which were
obtained from the analysis of the data, the caneliddeouldn’t understand what is the meaning oft"i§
exist, the limit of a function of two variablesiiglependent from the approximation to the seargioéct
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Giri s

Kavram @renme, davragg¢l ve bilgsel yaklgimlara gore farkh tanimlanir. Davragi yaklgimi
benimseyen @tim psikologlarina gore kavramlar, bireyin uyanepki arasinda gakurmasiyla @renilir.
Bilissel yaklaimi benimseyengtim psikologlarina gore, kavramgtenmek bellek sirecinde daha 6nce
Ogrenilen ilgili bilgilerin hatirlanarak esnek algla yeniden yapilandirilmassidir, bunun igin bireyin
ilgili kavramlarin butinind dikkate alarak, anlagh &urarak, ilkeler olgturmasi vesemalar gektirmesi
gerekli gorulir. Problem ¢ozme yontemi dnceliklidiireyin farkindalik diizeyi, istekli olmasi, algrma
surecindeki esneldi ve ©nceki tecribeleri bireyin kavram gélimesinde 6nemli roli olan dinamik
etkenlerdir (Ulgen 2004).

Bili ssel yaklgima gore kavramgienmek icin ¢gtli yontemler vardir, ancak kavram hangirénme
yontemi ile @renilirse @renilsin bu @grenme iki aamada gercekiérilir. ilk asama kavram okturmadir.
Kavram olgturma, genelleme yapmaya ve tecribe edinmeye daydirey uyaranlarin benzer ve farkli
yanlarini algilayarak, genellemeler yapar. Kavraglistyme ise bireyin olsturdugu ya da kazandi
kavramin nitelik agisindan olumlu yonde gkaydetmesinesaret eder (Ulgen, 1996).

O halde bilgsel yaklgima gore daha 6ncegi@nilen ilgili bilgiler, kavram batinlIgi ve istek, kavram
O0grenmenin olmazsa olmazlaridir. Ayrica kavramstltma genelleme yapmaya dayali olup, kavram
gelistirme ise kazanilan kavramin nitelik agisindan dlugdnde ary kaydetmesiyle mimkin olmaktadir.
Bu gercekler siginda bu cabmada, kendileri icin yeni bir kavram olan “iki gigkenli fonksiyonlarda
limit” kavramini argtirmaya katilan matematikgéetmen adaylarinin nasil yapilandirdiklarisardmistir.

* Bu makale Abdullah Gzri BIBER'in doktora tezinden uretilrtir.

! Abdullah C&ri BIBER, Dr., T.C. Ziraat Bankasi ., Ezitim Bolim Bakanligi Yénetmeni,
acbiber@ziraatbank.com.tr

2 Ziya ARGUN, Prof. Dr., Gazi Universitesi, Gaziifim Fakiiltesi Matematik Eitimi Bolimii Osretim Uyesi,
ziya@gazi.edu.tr

Mersin Universitesi gitim Fakiiltesi Dergisi Cilt 8, Sayi 2, A&ustos 2012, ss.56 -66.
Mersin University Journal of the Faculty of EducetiVol. 8, Issue 2, August 2012, pp.56-66.



B/BER & ARGUN

Ayrica daha o6nce giendikleri ilgili bilgi olan, tek dgiskenli fonksiyonlarda limit kavramindan yola
cikarak adaylarin kavram glurmak icin gerekli genellemeleri yapip yapamadikle kavram gegtirme
surecinde grendikleri kavramla ilgili nitelik agisindan ne dee ary kaydedebildikleri gozlemlemek
istenmitir.

Matematik @retiminde hemsiemsel bilgi hem de kavramsal bilgi 6nemli rol ogmektadir. Ancak
okullardaki matematik gretimine bakildginda daha coksiemsel bilgi tizerinde durulmaktadiglemsel
bilgi ile kavramsal bilgi arasindaki gkiyi olusturamayan grenciler matematiksel kavramlari yanli
algilamakta ve matematikgtetiminde ceitli gticlikler yagamaktadir (Ersoy & Erlga2002). Bu nedenle
Ogrenciler matemage kagl olumsuz tutum geitirebilmekte ve dolayisiyla matematikteki akademik
basarilari olumsuz etkilenebilmektedir. Bu ylizdeirencilerin matematiksel kavramlargr@nme sirecleri
iyi analiz edilerek, bu surectegi@ncilerin kagilastiklari guclikler belirlenerek bunlarin gideriimesi
yonelik ¢calgmalar yapiimalidir.

Kavram @retiminde dgisik 6gretim yontemleri kullanilabilir. Kavramlar, davraqiliga dayali
geleneksel sunuyoluyla Gretim yaklgimiyla veya yapilandirmacigéenme kuramina dayali bylu
yoluyla grenme yontemi ile gretilebilir. Ogrencilerin @renme ve ge$im diizeylerine uygun yakjami
secmek onemlidir. Yiksek dizeydesdiime becerisi geimis 6grencilerin bulundgu siniflarda bulg
yoluyla &renme yontemi, ilkgretimin ilk yillarindaki alt ya gruplarinda ve yiksek dizeydesdiime
becerisi yeterince gginemsi 6grencilerin bulundgu siniflarda ise suguyoluyla @retim yénteminin
kullaniimasi uygundur. Suguwyoluyla kavram @retiminde, @retim materyalleri gretime balamadan
once sistematik bisekilde ardgik ve d@grusal olarak diizenlenir vegfencilere aktarilmaya hazir hale
getirilir. Bu slrecte, ilk 6nce kavramin ismi verie tanimi yapilr, kritik, tanimlayici ve ayiedici
Ozellikleri verilir ve son olarak kavrama dahil nlae olmayan 6rnekler gorsel araglar kullanilarakliv.
Bulus yoluyla kavram @retiminde 6zelden genele glo timevarim yakkami ile genellemelere gidilir.
Bulus yoluyla &Grenme, @rencinin kendi tecriibesi, 6nceki bilgileri, gozlem)] argtirmaya dayall
etkinlikleri ve cevreyle etkilgmi ile kavram, ilke ve genellemeleri kendisininlimas! ve kgfetmesidir
(Erden ve Akman, 1997; Kaptan, 1998). Bu neder@etinenler, matematiksel kavramlarin bir zincir
halkas! gibi birbirleriyle bglantili oldusu gercgini gézden uzak tutmamalidirlar.géenciler agisindan bu
halkada olabilecek kopmalarin ileri matematikseirkanlarin @reniminde zorluklara neden olabilgcee
bu durumun da grencilerin matemagie kagl olumsuz bir tutum gediirmelerine yol agabilegg gbzden
kacinimamalidir (Swadener ve Soedjadi, 1988).

Bu calsmada @rencilerle yapilan uygulamalarda, kavramlarigmodgrenilmesi icin daha ¢cok buju
yoluyla @renme yontemi izlenngiir. Konu anlatiminda yapilandirmaci yajta benimsenngtir.
Yapilandirmaci yaklama dayali gretme ve @renme etkinlikleri kavramsaldir. gencilerin 6nceden
ogrendikleri bilgiler ve ygam tecribelerinin yeni ksiastiklari bilgileri anlama ve anlamlandirmada
onemli bir yeri vardir (Ayas ve gér, 1997; Onen, 2005). Yéntem bélumiinde de gorglegii, “limit
kavraminin farkl iceriklerde farklh anlamlara geidi hissettirmek” icin derste gietici tarafindan
adaylara tek ve cok @akenli fonksiyonlar icin limit hakkinda bolca 6érneklverilmg, konu ile ilgili
gorseller ve bilgisayar destekli giietim metodu kullanilingtir. Ayrica @retici ¢ok deiskenli
fonksiyonlarda limit konusuna ge¢cmeden oOnce tefisétenli fonksiyonlarin limiti konusunu bir ders
boyunca tekrar ederek gietilecek kavram ile grencilerin gecmi birikimlerinin uyumunu sglayacak
ortamlar” hazirlamgtir. Derslerden sonragiencilerden tek ve c¢ok @dskenli fonksiyonlar igin limit
kavramlarini kendi ifadeleri ile yeniden tanimlaaralistenmg ve bilissel gelgim bilgi dizeylerini
belirlemek icin adaylara, afrmacilar tarafindan gatirilen “Bili ssel Gelsim Bilgi Testi” kullaniimistir.

Cok deiskenli fonksiyonlarin uygulama alanlari, tekggigenli fonksiyonlara nazaran daha ggini
Uygulama alani bu kadar gerlan ¢ok dgiskenli fonksiyonlar, Analiz 1-2, Fonksiyonel AnaliZektorel
Analiz, Diferansiyel Geometri, Uygulamali Matematgibi ilgili tim matematik alanlari icin temel
olusturmaktadir. Cok d&skenli fonksiyonlar iktisat, olasilik, istatistik kgkanlar dinamii ve elektrik
teorisinde ¢ok sik kullantlir (Balci, 1996). Kuliam alant bu kadar geni olan c¢ok dgiskenli
fonksiyonlarin uygulamada ve Ust kavramlaringtleulmasinda kullanilabilmesi icin onashtin "limit",
"tiirev", "streklilik" ve "integral" kavramlarininad@renilmesi gerekir. Ote yandan, "sureklilik", "tirev
ve "integral” kavramlarinin, goudan "limit" kavramina b#i oldugu da bilinmektedir (Sanchez, 1996).
Yani, @renci ¢ok dgiskenli fonksiyonlar icin ve Ozel olarak iki gskenli fonksiyonlar igin "limit"
kavramini tam olarak gienmeden, konu ile ilgili "sureklilik", "tirev" véintegral" kavramlarini
olusturmasi, §renmesi ve bu kavramlari kullanarak ¢olgigkenli fonksiyonlarla matematik tretmesi ¢cok
zor ve hatta mimkin gozikmemektedir. Bunun sonuudgtencilerin "limit kavramini™ dgru
yorumlayip, dger kavramlara gegte edindikleri yeni grenmeleri rahat bigekilde kullanabilecekleri
disinudlmektedir (Bukova, 2006). Limit kavramina bu igbkakildginda ileri seviyedeki matematik icgin
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temel takil ettigini gdrmek hi¢ de zor ddldir. Kisaca Ust dizey matemgiti temeli olan limit kavrami ile
ilgili zihinde yapilandirilan kavram imajlari dahiéeriki asamalarda c¢ok dgskenli fonksiyonlarla
olusturulacak matemadin anlailmasi ve ilerletilmesi noktasinda sikintilarigdoabilir.

iki degiskenli fonksiyonlarda limit kavraminin matematikgrétmen adaylari tarafindan nasil
yapilandirildgini incelemeyi amaclayan bu ghama icin bilimsel olarak dgru kabul edilen “iki
desiskenli fonksiyonlarda limit” tanimini kisaca hattrizak gerekirse;

Iki Degiskenli Fonksiyonlarda Limit

Tanim 1. : A<SIR? ve f:A > IR seklinde tanimli bir fonksiyon ve4 kiimesi (a,b) merkezli en az
acik bir daireyi icersin. Her > 0 sayisi i¢iny/(x —a)2 + (y — b)2 < § sartini sglayan(x,y) ikilileri
icin |f(x y)-I|<e olacakseklidee a bl bir § > 0 sayisi varsd sayisingf nin (a,b) noktasindaki
limiti denir ve

li f =|
(xy)lma,b) (X1 y)
biciminde gosterilir.
F Z y
I+t
i1
1x.%)
f—et
=
] *
X

Sekil 1: iki Degiskenli Fonksiyonlarda Limit

lim f(xy) =1 ifadesi (x,y) noktalari(a,b) ’ye yaklgirken f’nin limiti [ *dir” biciminde
(xy)- (ab)

okunur. Burada “yakkma” stzcigunden anlglmasi gerekensey (a,b) merkezli acgik dairelerin
yarigaplarinin gittikge yeterli olgiide kiiciltulmdisi Limit tanimindaki /(x — a)2+ (y —b)2 < §
sartinl sglayan (x,y) ikilileri” ifadesi (a,b) merkezli§ uzunlgunda yaricapa sahip acik daire
kastedilmektedir. (x,y) noktasiy= g(x) egrisi boyunca(a,b) noktasina yakkayor” ctimlesinin
anlami da {a,b) noktasindan gecen= g(x) egrisi Uzerinde, gittikcga, b)’ye daha yakin ve bu agik
daireden seciler(x,y) noktalari géz ontne aliniyor” demektir. Bu durwegri tzerinde (a, b)
noktasina dgru yon belirterek gosterilir§ekil 2-a). Orngin “(0,0) noktasinay = 2x dogrusu boyunca
yaklasiliyor” ciimlesinin anlami § = 2x dogrusu lzerinde(0.0) noktasina yakin olarfx,y) = (x,2x)
noktalari g6z 6ntine aliniyor” demekifrekil 2-b).

(IO

a) b)
Sekil 2: iki Degiskenli Fonksiyonlarda Limit-Yakkam
Iki degiskenli bir fonksiyonun bir(a, b) noktasindaki limit ardirihrken bitin analiz kitaplarinin

Onerdgi su hususlara dikkat etmek gerekir:
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1. Fonksiyon (a,b) noktasinda tanimli olmayabilir. Fakdt,b) noktasi tanim kiimesinin bir
yigilma noktasidir.
2. | limiti varsa, bu(x, y) noktasinin(a,b) noktasina yakianaseklinden bgimsizdir. Yani(x, y)

noktasi (a,b) noktasina hangigei boyunca yaklgirsa yaklasin | limit degeri desismez. Eger
(x, y) noktasmln(a,b) noktasina yakkama yoluna gore limit deeri desisiyorsa fonksiyonun
(a,b) noktasinda limiti yoktur.

Aragtirmanin Amaci

Bu argtirmanin amaci, iki d#skenli fonksiyonlarda limit kavraminin matematilgrétmen adaylari
tarafindan nasil yapilandirfgni incelemektir. Burada adaylarin konu hakkindakiluk ve engellerinin
belirlenmesi sglanarak, arglirmanin genel anlamda limit kavraminigrétiminin gelgtiriimesine katkilar
sgzlayaca&! disunilmektedir.

Ydntem
Arastirma igin toplanan veriler, nitel atarmanin balica oruntileri belirleme, kodlama ve kategorilere
(temalara) ayirmaslemlerini kapsayan “icerik analizi” tekgiyle analiz edilmgtir. Ayrica, gorgulen ve
gOzlemlenen bireylerin goglerini carpici bir bigcimde yansitmak amaciylagdadan alintilara yer
verilmistir.

Arastirmanin calkma evreni, Ankara’da yedi& bir devlet Universitesinin orta gtetim fen ve
matematik alan@timi bolumi matematik gretmenli anabilim dah 2.sinifindagienim géren 37 grenci
ile sinirlandirilmgtir.

Veri Toplama Araci ve Uygulama

Matematik @retmen adaylarinin iki ggskenli fonksiyonlarin limiti kavramina gkin bilgi dizeylerini
argtirmak amaci ile yapilan bu atama icin adaylarin Analiz-2 kapsaminda ele aligak deiskenli
fonksiyonlarin limiti konulu dersleri takip edilgtir. Derslerin glenis sekli, derste uygulananggetim
teknikleri ve @rencilerin derslerde sergiledikleri tutumlar giranaci tarafindan dikkatle not edilgnve
videoya kaydedilmstir. Derslerin bitiminde grencilere konu ile ilgili bilgi testleri verilngive acik uclu
sorular yoneltiimitir. Daha sonra asarmayl desteklemesi acisindan, adaylarin kavrdal#gili

fikirlerini daha derin ve ayrintih analiz edebilkndcgin argtirmaya katilan 6 grenci ile mulakat
yapilmstir.

Hazirlanan acik uclu sorular ve milakat sorulagulgmalardan 6nce matematigrétimi konusunda
uzman 3 kiiye gosterilerek sorularin atamanin amacina uygurdu konusunda onay alingtir.
Ogrencilerin ankete verdikleri cevaplar analiz editdih sonra genel ve alt kategorilere gére dizerikenm
ve islenmesi icin kavramsal bir yapi glurulmustur. Daha sonra, her bir kategorinin hangi sikltdkrar
ettigi (frekansi) bulunmgtur. Boylece, nitel veriler niceligrilmistir. Nitel verilerin nicellgtiriimesindeki
temel amag; glvenigi arttirmak, yanhlgl azaltmak ve kategoriler arasinda gdastirmalar yapmaktir
(Yddinm ve Simsek, 2000). Cagma icin secilen Universitenin matematigiteni konusunda Ulkenin iyi
Universitelerinden biri olmasi nedeniyle, gnanaya katilan tim grencilerin matematik ve matematik
egitimine kagl tutumlarinin Ust seviyede ve homojen @dudistinilmektedir, dolayisiyla kavram
O0grenme icin gerekli olan isg@n var oldwgu kabul edilmektedir.

Tim calgmalarda toplam 7 soru yer almaktadir. Ancak bu rieagarcevesinde agarma problemiyle
dogrudan ilgili olan 3'Une verilen cevaplarin analinnbulgularina ve adaylarla yapilan muilakatin bu
makale ile ilgili olan kismina yer verilecektir.

Anket Sorularinin Analizi
Adaylarla ¢ok dgiskenli fonksiyonlarda limit kavramglendikten sonra yapilan anket galasi sonuclari
ve miulakatlar gagidadir. Bulgularin tanitimina ge¢meden o6nce, bu atealcercevesinde atama
problemiyle dgrudan ilgili olan 3 sorudagienciden nelerin beklenglikisaca betimlenecek olursa;
Soru 1: /ki degiskenli fonksiyonlarda limitin bulunmasi icin sizae @kin yol hangisidir? Neden?
Bu argtirma kapsaminda takip edilen uygulamali dersleeadaylarin iki dgiskenli fonksiyonlarin
limitini bulurken, hangi soru tipi icin hangi yomte kullanacaklari hususunda sikintisgdiklarini
gOzlemlenmgtir. Bu ylzden birinci soruda adaylardan ikigd&enli fonksiyonlarda limiti bulmada
kendilerince en etkin goziken metod, dolayisiylaiteettikleri yontemi nedenleriyle birlikte yaznaai
istenmitir.
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Soru 2: f(xy)= 2X2 _ ile verilen fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limibulunuz.
X2 +y

2
Soru 3: g(x,y) = 2X y _ile verilen fonksiyonun (0,0) noktasindaki limitmilunuz.
X“+y
Ikinci ve Ugiincu sorularda, adaylardan yukaridalemrionksiyonlarin (0,0) noktasindaki limitlerinin
bulunmasi istenngiir. Burada amag sorularin ¢ézimu icin adaylarittekacaklari yontem, sahip olduklari
islem bilgisi ve kavram imajlari hakkinda bilgi edightir.

Bulgular

Bu bélimde argirmaya katilan gretmen adaylarinin yukarida bahsedilen sorulardikleri cevaplarin
analizinden elde edilen bulgulara yer verilecelirinci soruda adaylardan iki dekenli fonksiyonlarin
belirli bir noktadaki limitini incelerken, ¢ézimiig tercih ettikleri yaklaim seklini nedenleriyle birlikte
belirtmeleri istenngitir. 1. soruya adaylar tarafindan verilen cevapilagkin tablo gagida verilmitir;

Tablo 1: 1. Soruya Verilen Cevaplarin Gruplandirilyriialinin Dagilimi

1. Soruya verilen cevaplar Toplam Pay
iki degiskenli bir fonksiyonun bir noktadaki
1.Grup limitini incelerken o noktaya her yénden 18 49%
yaklasmak gerekir.
Tek desiskenli fonksiyonlarda gadan ve soldan
2. Grup yaklasmak yeterli idi. Burada ise mimkiin ofglu 11 30%
kadar ¢ok yoldan yakjaak gerekir.
3. Grup Herhangi bir yorumda bulunmami 3 8%
Cok desiskenli fonksiyonlarda limiti aranan o
4. Grup noktaya ¢cemberlerle yalgaak en dgru yoldur. 2 5%
5. Grup Limiti bulmada en garantili yol tanimi 2 506
kullanmaktir.
Cok desiskenli bir fonksiyonlarda limit bulurken,
6. Grup  fonksiyonun grafiine bakmak en garantili 1 3%
yoldur.
Genel Toplam 37 100%

Bu calgamaya katilan 37gienciden 18'i (%49) iki d&@skenli fonksiyonlarda limitin arandi noktaya
her yonden yakkanak gerekgini, 11'i (%30) mumkin oldgu kadar ¢cok yonden yalgleni savunmstur.
3 dgrenci yorumsuz kalirken, 2séenci “Cok dgiskenli fonksiyonlarda limiti aranan noktaya cembdede
yaklasmak en d@ru yoldur.” ifadesini kullanngtir.

1. soruya verilen cevaplar incelegidide, cevaplar 1. ve 2. grupta yer alan adaylgok genel
ifadeler kullandiklari, burada iki dikenli fonksiyonlarin belirli bir noktadaki limitiniincelerken
kullandiklar belirli bir yaklaim yonteminden bahsettiklerinin sdylenemeygogorilmektedir. Ancak
verdikleri cevaplar detaylica incelegdide, adaylar konu hakkinda bir bglagisina sahip olduklarini
hissettirmektedirler. Oyleki gm iki degiskenli fonksiyonlarin bir noktadaki limiti icin “o aktaya her
yonden yaklamak gerekir’ ya da “mumkin olgu kadar ¢ok yoldan yalkjenak gerekir” ifadelerini
kullanmslardir. Bu ise iki dgiskenli fonksiyonlarin belirli bir noktadaki limitimi, limitin incelendgi
noktaya vyaklgma seklinden b@msiz oldgu gercgini adaylarin i¢sellgiremediklerini
disindurtmektedir. Zira “her yonden yakiaak” ya da “mumkin oldgu kadar ¢ok yoldan yalkdenak”
gibi ifadeler bu gerceklikten uzak gézikmektedirvé 2. cevap gruplariyla birlikte bu soru igin engi
bir yorumda bulunmayanlar da (3.grup) eklg@nile toplam 32 adayin (%87) beklenen cevaplardani bi
vermedikleri gorulmgtar.

Adaylarla yapilan miulakatlarda yapilan goézlemlem@yaharak da benzer yorumlarda bulunmak
mumkin olabilmektedir. Adaylarin iki @akenli fonksiyonlarin belirli bir noktadaki limitimi, limitin
incelendgi noktaya yaklama seklinden b&msiz oldgu gercgini adaylarin i¢sellgiremediklerini
goOsteren, adaylarla yapilan gémie orneklerinden bazilarisagida verilmitir (Ogretmen Adayi= OA
olarak kodlanmstir).
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Arastirmaci: g(x,y)=X~Y¥*1 fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitini bulurkdmllandginiz
X+y+1

¢6zUm yonteminizi anlatir misiniz?

OAL.: Sanki burada limitin olmayagani distiniiyorum o ylzden, dnce y yerine y=mx yazarim.a&Sonr

sonuca bakarim. Bir de y yering = mx’ yazarim. Eer limitler farkli ¢ikarsa limit yoktur derim. Yani

limitin olmadgini bdylece gdstermolurum.

Arastirmaci: Burada y-bgmsiz dgiskeni yerine neden y=mx koyuyorsun ve burada m’eirgitoi
bir etkisi var?

OAL.: Burada y=x olur, y=2x olur... yani ben lyekilde genelleme yapgoluyorum.

Ikinci ve Gclncl sorularda adaylardan, verilen foykdarin (0,0) noktasindaki limitlerinin
bulunmasi istenrgiir. Asagidaki tabloda adaylarin 2. ve 3. soruya verdikbexnaplar bir arada verilgtir,
bodylece 2. soruya cevap veren bir adayin ayni zdm&h soruya ne cevap vesnoldugu rahatlikla
gorulebilmektedir.

Tablo 2: 2. ve 3. Sorulara Verilen Cevaplarin Gruplandirgrifallerinin Matrisi

i farlel ki farkl Bir dogru
logru ile dogru ailesi o EEE Tanmi a\leﬁl_v_e bir

ile _ > edriile Genel

yaklasim, tirev ve y=0 kullanarak,
yaklagim, |. .~ . yaklagim, Toplam
ayni sonug icin limit 0_ limit 0.
ve limit 0 | 3¥™ sonuc ayni sonug
| ve limit 0. e limit 0.

ki farkl yol
ile
yaklagim,

ayni sonug
2. soru wve limit 0.

3. soru Kutupsal

koordinatlarl

a yaklagim,
limit 0

ki farkli yoldan
yaklagim, farkh 10
sonuglar ve limit
yok.

Kutupsal
koordinatlarla 5 5
yaklagim, limit yok.

Iki farkh dogru ile
yaklasim, farkh 3
sonuglar ve limit
yok.

iki farkh dogru ailesi
ile yaklasim, farkl 1
sonuglar ve limit
yok.

x'e gore iki kere
tlrev, limit 1.

ki farkli egri ile
yaklasim, farkh
sonuglar ve limit
yok.

Kutupsal
koordinatlarla 1 1
yaklagim, limit var.

Genel Toplam 13 3 7 3 1 1 [ 1 1 37

Yukaridaki tabloda 2. ve 3. soruya verilen benzevaplar, ¢c6zim yontemleri ve sorulara benzer
cevaplari veren aday sayilari ayni renkle beliititim Ogrencilerin 2. ve 3. sorulara verdikleri cevaplar bi
arada dgerlendirildiginde, toplam 24 grencinin (%65) 2. soruda kullarglic6zim ydntemini 3. soruda da
kullanarak ¢6zim araghi gbzlemlenmitir.

2. soruda 15 grenci (%41) limiti aranan noktaya iki farkh yoldayaklagarak limitin olmadgini
gostermgler. Calsmaya katilan 37 grenciden 33’0 (%89) 6 farkli yol izleyerek aranavkiada limitin
olmadgini géstermtir.

Burada, 2. soruda limiti aranan noktaya “iki far&gri ile”, “iki farkli dogru ile”, “iki farkli dogru
ailesi ile” yaklgarak sonuglarin farkli ¢ikmasi sonucu limitin olrgadi belirten toplam 17 grencinin
(%46) tamaminin ayni yontemlerle; 3. soru icinwsgarin git olmasi ile birlikte fonksiyonun (0,0)
noktasindaki limitinin “0”, “sifir* old@gunu sdylemeleri dikkat ¢ekicidir.

3. soruda 37 grenciden 13’0 (%35) limitin arangli noktaya iki farkli yol ile 3’0 (%8) iki farkli dgru
ile yaklasmak suretiyle ayni deri elde ederek, sonucu O olarak bujino Bu soruyu 7 (%19) @enci
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cevapsiz birakrgtir. iki farkl yol, iki farkli dogru, iki farkh dosru ailesi ya da bir dgru ailesi ve bir gri

ile yaklagarak ayni sonuca yan ve limiti O bulan 18 grenci (%49) bulunmaktadir. Burada dikkat
edilmesi gereken bir géer nokta ise, yorum yazmayanlarin sayisinin 2.dsorl iken 3. soruda 7'ye
yukselmi olmasidir.
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Sekil 4: 3. Soruya verilen cevaplardan birka¢ 6rnek

Sonug, Tartisma ve Oneriler
Matematik @retmen adaylarinin iki géskenli fonksiyonlarin limiti kavramina gkin bilgi dizeylerini
argtirmak amaciyla yapilan bu atemada, rencilere yazili bir anket uygulangrwe adaylarla mulakat
yapilmstir. Bu ¢algmalarda yer alan ve bu makaleye konu olan 3 sovayiéen cevaplar ve ¢amanin
mulakat @amasi analiz edilerek sonuclarigddendirilmistir. Elde edilen bulgulara gore; “iki dakenli
bir fonksiyonun bir noktada limiti varsa bu limiimitin arandgi noktaya yaklsmaseklinden bgimsizdir”
ifadesinin matematiksel olarak ne anlama gghiliadaylarin tam olarak anlayamadiklari gorilmdkte
Tablo 2'den de goruldiil gibi dgrenciler farkh sorulara ayni ¢6zim yontemleri devap vermeye
calsmiglardir. Tabloda her iki sorunun ¢ozimi icin kullam farkh ydntemler farkli renklerle
gosterilmitir. Daha aclk birsekilde ifade etmek gerekirse; iki gigkenli fonkiyonlarin belirtilen

62
Mersin Universitesi gitim Fakdiltesi Dergisi



B/BER & ARGUN

noktalarda limitinin tespiti sorularina her adaynélimce benimsergi oldugu ¢6zim ydntemini
uygulamstir. Ornesin, eser aday ilk sorunun cevabi igin iki farkli yoldaakyasarak cikan sonuca gore
limit tespiti yapmsg ise, baka bir sorunun ¢6zima icin de ayni yéntemi uygulgangalsmistir. Bu durum
ogrencilerin konuya c¢ok iyi hakim olmadiklarini, dgisiyla konu hakkindaki farkli sorulara farkli
¢ozumler getirecek bilgi seviyesine sahip olmadikiadistindirtmektedir.

Yapilan bu c¢almalar sonucunda, adaylarin konu hakkinda sorulandstt sorulara verdikleri

cevaplardaslemsel becerilerinin iyi oldgu gozlemlenmgtir. Ornegin; “ IR2-{(00)} de f(x y) = 2X2 _ ile
X"ty

verilen fonksiyonunun (0,0) noktasindaki limitirlunmasi”, 9im(lim f(x, y)) limitinin hesaplanmasi”
Xx-0 y-0
gibi sorularin ¢éziimiinde adaylarin yaruttiklgkemlerde bir sikinti y@madiklari gorilmgiir. Ancak
biraz daha kavram bilgisinin sorgulapdsorularda adaylarin karsiz kaldiklari soylenebilir. Organ
“y = mx” dogrulariyla yaklamak ne demektir?”, [im(lim f(x y)) Ve lim(lim f(xy))" limitleri icin
x-0"y-0 y-0 x-0

sonuclarin gt ¢cikmasinin sizce bir anlami var mi?” gibi soralaadaylarin tatmin edici cevaplar
veremedikleri gorulmgiiir. Bu 6nemli tespit hakkinda Sabella ve Redi®988) “Osrenciler icin asil zor
olan anlatilan konularla ilgili kavramlaringénilmesidir, algoritmik hesaplamalarirgrénilmesi dgil”
demglerdir.
Adaylar iki degiskenli fonksiyonlarin limitini bulmak icin en ¢okiikarkli yoldan yaklaim yéntemini
yani ”"l("mo f(x ) |yinz)(|ing f(x y)) limitlerini bulma yontemini kullannglardir. Bu durum Tablo 2'den
Xx-0 y- -0 X-

acikca gorulebilir. Bu yontemde OB |im(lim f(x, y)) limitini bulmak icin onceliklelim f(x,y) limitini
x>0 y-0 y-0

bulmak gerekir. Bu limitx-bagimsiz dgiskeni gbz ardi edilerek ve genelge— 0 icin yerine koyma
yontemi ile kolayca bulunabilir. Daha sonra elddezdfonksiyonx'e bagli, tek degiskenli bir fonksiyon
olacaktir ve x — 0 limiti kolayca bulunabilmektedir. Dolayisiyla bieenada limit bulmak icin gt
zaman tek déskenli fonksiyonlarda tercih edilen yerine koyma ot kullanildgindan, @&rencilerin bu
nedenle iki dgiskenli fonksiyonlarin limitini bulmak icin en ¢ok iikarkli yoldan yaklaim ydntemini
kullandiklar diginilmektedir.

Adaylar iki desiskenli fonksiyonlarda limitin varfii icin, iki farkh yaklssim sonucu elde edilen
limitlerin, yani ”"})(””}) (% V) "”},(””}, f(xy)) limitlerinin esit olmasini yeterli gormektedirler.

X-0 y- y-0 X-

Adaylardan birinin vernsi oldugu Sekil 6 ile verilen cevap, belirtilen duruma guzet brnek olarak
verilebilir.

oo Wlao s 2 9 O
I X P -~
Livs e (e SRR 2 )
o~ *32 Joo ol
S = . e il e Tt o ke
Rejece gty o) dn  sierdl Ve frik

Sekil 5: Bir cevap 6rngi

Adaylarin kendi ifadelerinden yola ¢ikarak; bu ygmt adaylarin tek dgskenli fonksiyonlarda limitin
varligl icin gerekli olan “sg ve sol limitlerin git olmasi” ilkesine benzetmelerinden kaynaklandi
soylenebilir. Adaylarla yapilan ganthelerden yola c¢ikaraksazida verilen ornekler de bu glinceyi
destekler niteliktedir.

Arastirmaci: Bu iki limit icin yani Iinrg)(ling f(x ) Iym},("”?) f(xy)) limit sonuclarin git gcikmasi

x-0"y- -0 X-

durumunda ne yaparsiniz, sonuglarsit egikmasinin sizce bir anlami var mi?
OA3: Var, eser sonuglar git cikarsa, diyelim ki her iki limit icin de sonug gibi bir sayi ¢ikti, o
zaman, “her iki limit de gt ve sonuc a'dir” deriz.
Arastirmaci: Bu durumu tek déskenli fonksiyonlarda hangi duruma benzetiyorsunuz?
OA3: Bu durum tek déskenli fonksiyonlarda galan ve soldan limitlerin bulunmasina benziyogeE
limitler esitse “limit vardir”, degilse “limit yoktur” diyoruz.

Arastirmaci: f(x,y)= szfyyz . (xy)# (00)
0 . (xy)=(00)

fonksiyonu veriliyorlim,_,,(lim,_,q f (x, y)) velim,_,(lim,_q f(x, y)) limitlerini hesaplayiniz.
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OA4: % =0 oldugu igin sonug sifirdir. Obiir limit icin de ayni sanuelde ederiz.
X

Arastirmaci: Limiti icin ne dersiniz?

OA4: O halde limit 0 demektir, ¢iinkiigdan ve soldan limit derleri aynidir.

Yapilan gorgmelerde ve adaylarla dersler hakkinda yapilan stdrde; adaylar kendileri igin
kavram bilgisinin @renilmesinin dgil, bir sekilde dersten ge¢cmenin daha o6nemli @ldwi itiraf
etmiglerdir. Adaylar, Universite @timi sonrasinda gretmen olarak goreve fdadiklarinda, yapacaklari
matematik dersinde kendilerine sadece lise maté&mhbiligisinin gerekli oldgu icin Universitede
gordukleri matemagin kendilerine pek katki glamayacgini disinmektedirler.

Matematik @retmeni yeftiriimesinde iki temel hedeften sz edilebilir (Hert, Morris, Glass, 2003):

1. Matematiksel alan uzmagina sahip olunmasini gamak,
2. Gpretmeyi Grenmeye yonelik bilgileri, becerileri vegiéimleri gelistirmek;
yani ggretmenlik becerileri kazandirmak.

Dolayisiyla adaylarin, yukarida bahsi gecen hedidle “Osretmeyi @renmeye yonelik bilgileri,
becerileri ve gilimleri gelistirmek” konusuna odaklandiklari, ancak “Matematikalan uzmangina
sahip olunmasini glamak” konusunu ihmal ettikleri séylenebilir.

Ancak bilinmeli ki; yukarida tespit edilen durumigili olarak yapilan argtirmalar, @retmenlerin
Ogrettikleri matemagii bilmek zorunda olduklarini ortaya koymaktadir.k&a sretmenlerin ne kadar
matematiksel bilgiye ihtiya¢ duyduklarini belirleknéasit bir mesele olmagtir. Lise Matematik
Ogretmen adaylarini hazirlama programlarinin tasametkileyen iki yaygin bakiacisi vardir. Bunlar;

a) Gunimuz matematikcileri hangi konulari siirayor ve calgiyorlarsa @retmen adaylar da o
konulan calgmalidirlar, ¢liinkl bu gretmen adaylarina matematik disiplininin kapsanih t@smini
sunacaktir. Boylelikle adaylar okul ders programniaetkileyen bgliklarin neler olmasi gerelgihakkinda
en iyisekilde fikir Gretebilmeye muktedir olabileceklerdir

b) Matematik @retmen adaylari meslek icin bilhassa matemagkireini, 6gretim metotlarini,
matematik gitimindeki pedagojiyi ve 9-12 Lise matematik dersgramini cakmaldirlar.

Sonug olarak bu bakacilarinin her ikisi de @etmen adaylarinin matematik lisans programiniygve
asagl yukari buna denk olan bir programi) tamamlamajarektgini savunmaktadir. (Argiin, 2008)
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Extended Abstract

Various learning methods might be used in teachi® concept. The concepts might be taught by
traditional presentation methods based on behaalisar or by invention based on structuring learning
theory. It is essential to choose the appropripfraach which is suitable to the level of studelgatning
and development. The invention method is suitatielfe classes in which students’ who have higbkllev
of thinking capability has developed a lot wherpessentation method is suitable for the sub-agelsen
first years of primary education and for the clasaere the high level of thinking capability hast n
sufficiently developed. In teaching of concept lbggentation method, the teaching materials arenwga
systematically in a consecutive and linear manmgore starting teaching and they are made ready for
transferring the students. In this process, fifsalh name, definition and descriptive propert@fsthe
concept and finally, examples which are includeaarincluded in the concept are given by usingalis
tools. (Erden and Akman, 1997; Kaptan, 1998). ki purpose, the teachers should consider theyredli
the mathematical concepts’ being in connection wi#lth other such a chain. It should be taken into
consideration that the damage in this chain mighise difficulties for the students in learning of
mathematical concepts and this situation might b@dstudents to develop a negative attitude tdsvar
mathematics. (Swadener and Soedjadi, 1988).

In this research, during the applications done \thih students, it was the “Learning by Invention”
method which is used commonly. The structuring agphn is used in topic expression. The teaching and
learning activities based on structural learningotly are conceptual. The previous information & th
students and their life experiences take an impbntdace in understanding the new information and
giving meaning to them. (Ayas and others, 1997;r)@605). As it can be seen in the methodology; par
a lot of examples for the limit of single and mudtiiable functions were given to the candidateshey
teacher, illustrations about the subjects and ceéenpided teaching method were used for the purpbse
perceiving “limit concept means different meaningsdifferent contents”. Furthermore, before getting
through the subject of limit of multivariable furarts, the “environments for providing the accordanc
with teaching concept and the previous accumulatadrine students” have been prepared by repetng
limit of single variable functions during a lessdrne students are requested to define the limitepts
for single and multivariable functions with theiwio definitions after the lessons and “Cognitive
Development Information Test” which was developgddsearchers was used for determining the level of
information on cognitive development.

The purpose of this study is to analyse how linoihaept in double variable functions is structured
among the candidates of mathematics teachers.tlitig is generally desired to contribute the teagtuh
limit concept by determining the difficulties anbstacles of the candidates about the subject.

The data compiled for the research have been athlysth “content analyse” technique which
include the processes of the qualitative analysesh patterns of determination, coding and clasaiion
(to themes). Furthermore, direct quotations hawnlpgaced for the purpose of reflecting the vietvthe
interviewed and observed individuals in a remarkakly. The working environment of the research is
restricted with 37 students if“%lass of mathematics teachers discipline studgintpe department of a
State University’s of Science and Math, High Schidath Teacher Education Department in Ankara.

The lessons of the candidates have been followgdrdang the limit concept of multivariable
functions in the scope of Analyse-2 for the purpo$envestigating the level of information of the
candidates of mathematics teachers about the dionitept of double variable functions for this resba
The delivery of the lessons, the teaching techmigapplied in the lesson and the attitudes of thdestts
in the lessons have been noted by the researcrefulbaand videotaped. The students have beemgive

65
Cilt 8, No 2, Austos 2012



IKI DEGISKENL/ FONKSYONLARIN IM/T/ KAVRAMININ YAPILANDIRILMASI

information tests about the subject at the endh@fléssons and open ended questions were askeehto t

Afterwards, for the purpose of supporting the redeainterviews were done with 6 students who
participated to the research for analyzing the gdefathe students more deeply and in detail abosit t

concepts.

There are totally 7 questions in all studies. Hosvewithin the scope of this article, the findingfghe
analysis of 3 of the answers which are directhatesl with the research problem and the related part
regarding the interview with the candidates abbist article will be placed.

In this research the purpose of which is to ingedé the information level of the candidates of the
mathematics teachers regarding the limit concepbable variable functions, a questionnaire wasiegp
to the students and the candidates were intervieleel answers of 3 questions which are subjedtito t
article and which take place in these studies hadrterview stage of the study have been analgned
the results have been assessed. According tortimdis obtained, it is observed that the candidadss
not absolutely understood what “if a double vagablnction has limit at a point, approach style is
independent at the point where it is searched” seathematically.

The candidates have mostly used two different vagysroach method, namely the method finding the

lim(lim f(x, y)) Iyi[rg)(lxirjg f(xy))

limits x-0vy-0 in order to find the limit of double variable furmas. In this

: o Nim(lim f(xy)) . . .
method, for example to find the limit of-° y-° , first of all it is necessary to find the limit of
lim (xy)
Y-

. This limit may easily be found by neglecting xi@pendent variable and generally by the
replacement method foy — 0 . Afterwards, the obtained function will be depentdto x, single variable
function and limitx — 0 could easily be found. Consequently, since reptent method which is mostly
preferred in single variable functions is usedhis stage in order to find the limit, it is desirddht the
students for this purpose particularly use appraaethod by two different ways in order to find firait
of double variable functions.
For the existence of the limit in double variabledtions, the candidates find it sufficient thag thmits

. _ ~lim(lim f(xy)) lim(lim f(x,y))
provided by two different approaches, namely thet§ of *-0 v-0 , y=0 x=0 are equal.
Evolving out of the own statements of the candslatecan be concluded that the candidates imitdase
method to the “ equality of right and left limitgtinciple which is required for the existence aihili in
single variable functions.
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